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الرˁحيــــــــــم الرِح˂مـــــــن̞ اللّـــــــه˼ بِس˂ـــــــم̧

وقتِ در او سلام و فتوح مفتاح̧ او پيغام و است روح راحتِ او نام که خدايى آن نام به
است. نوح کشت̞ͭ را بلانشينان او م˼هر و مجروح دل مرهم̧ او ذکر و صبوح را مؤمنان صباح
کارها شده، آشنا بيͽانه شده، شيدا جان�ها تو نام به شده، گويا زبان�ها تو نام به الهـــــــͭ،

است. شده پيدا راه�ها و شده هويدا
اى بى�نهايت، آخر اى� و بى�هدايت اول اى بى�عدد، �واحد اى و بى�مدد خالق اى الهـــــــͭ،
به و خود کمال با صفات به و خود لايزال بذات خلايق، بر مهربان اى و بى�منّت بخشنده
خود هواى را ما دل دِه، خود صفاى را ما جان خود، جمال عظمت به و خود جلال عزت

بِه. آن که دِه آن را ما و دِه خود ضياى را ما چشم دِه،
جدايى، خلق از صفات و ذات در بى�همتايى، اَحديت در یͺتايى، الهيت در الهـــــــͭ،

خدايى. را همه گدايى، هر پناه و بينوا هر مايه کبريايى، به متّحد بهايى، به متّصف
او در که دِه علمͭ آيد، رهنمون بهشت به که دِه طاعتͭ افزايد، طاعت که دِه دلͭ الهـــــــͭ،
ذّل که دِه دلͭ بيند، تو ربوبيˁت غّر که دِه ديده�اى نبود، ريا او در که دِه عملͭ نبود، هوا آتش
را حͺمت هر ز که دِه جانͭ کند، گوش در تو بندگͭ حلقه که دِه نفسͭ گزيند، تو عبوديˁت

کند. نوش طبع به
دست�آويزى که گير دست نيفتيم، چاه در تا دِه بينايى و نيفتيم راه از تا دِه دانايى الهـــــــͭ،

نداريم. گريز پاى که بپذير نداريم،
است، طبيبى را دردمندى هر تو کرʿم از است، نصيبى را مفلسͭ هر تو وجود از الهـــــــͭ،
قطره�اى را نيازمندى هر تو بخشش بسيارى از است، بهره�اى را کسͭ هر تو رحمت س˼عت از
شيفته�اى هر است، سراجͭ تو از مˀحˁب هر دل در است، تاجͭ تو از مؤمن هر سʿر بر است،

است. ديدارى روز آخر را منتظرى هر است، کارى و سر تو با را
نيست. حسرت جزء ما قصه سرانجام نيست، عنايت ما به تو سر کمين در گر الهـــــــͭ،
نیͺوکارى با شͺر کدام برتابد؟ تو صفت خرد کدام رسد؟ ستايشتو به زبان کدام الهـــــــͭ،

رسد؟ تو عبادت گ͒زاردن به بنده کدام آيد؟ برابر تو
س˼ر و نيست کران هيچ را تو فضل درياى و نيست زبان هيچ را تو شͺر اداى الهـــــــͭ،

نيست. آن از بهتر که رهͭ ما بر کن هدايت نيست، عيان هيچͺس بر تو حقيقت

انصارى عبدالʓّه خواجه مناجات�نامه از گزيده�اى

ͷی



به: تقدیم

علـــــــم دوستــــــــــــداران

دو



ฬଘمخاॽقࣹساب
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ ومʿن

انوار و است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که احديت حضرت بارگاه ارزانͭ سپاس و حمد
ما بر را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او حͺمت
بیازماید. معرفت و علم طریق در را ضعیفخویش بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و عمری و گشود
سعيـــــد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
ارزنده�ی راهنمایی�های بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه پـــــورمهــــر، صالحـــــͭ
زحمات که شهــــــريــــارى دکترمحمˁـــــد آقای جناب از نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان
را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره�ی و مطالعه
جعفـــــرصــــادقعيـــــوضلــــــو دکتر جنابآقای از دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد
آقاى جناب از مͬ�نمایم. تشͺر دادند، انجام زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که
از همچنين و نمودند اينجانب به شايانͭ ͷکم رساله اين تدوين در که عــــــلمͭ مهندسفــــــرزاد
اساتید تحصیلم، دوران دبیران ازکلیه دارم. را تشͺر و قدردانͭ کمال تحصیلم دوران دوستان تمام
مدیرگروه رنجبــــــرى اصغــــــر دکتر همچنين و فغفـــــــورى مرتضــــــͭ دکتر بخصوص گرامͬ
تبریز دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات و ریاضͬ علوم دانشͺده�ی محترم کارکنان نیز و محض ریاضͬ
مͬ�نمایم. تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ زحمات اینجانب دانشͽاهͬ تحصیلات مدت در که
فرشتگانͭ مهربان عزیزم، مــــــادر و پـــــــدر از بخصوص خانواده�ام اعضای کلیه از سپاس همچنين
زيباى تجربه�هاى و رسيدن عظمت خواستن، جسارت دانستن، غرور شدن، باور ناب لحظات که

هستم. آنها سبز حضور مديون را زندگيم

ণیده୏ی�ฬزਖ৸༚ی
۱۳۹۳

سه



پرى�ناز سيده نام: قائمͭ دانشجو: خانوادگͬ نام

ناتمامیت دوم قضیه و ناگهانͬ آزمون پارادوکس عنوان:

�پور�مهر صالحͬ سعید : راهنما استاد

شهريارى محمˁد : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه ریاضͬ منطق گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

۶۴ صفحات: تعداد ١٣٩٣ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

خودارجاعͭ، ناگهانͭ، پارادوکسآزمون کولموگروف، پيچيدگͭ ناتماميتگودل، قضاياى واژه�ها: کلید
مستقل. جمله حساب،

چͺیده

گودل اثباتاصلͬ هستند. بیستم ریاضیاتقرن نتایج مهمترین از ناتمامیتگودل دوم و اول قضایای
مستقیم به�طور ناتمامیت دوم قضیه است. دروغگو پارادوکس بر مبتنͭ ناتمامیت قضیه اولین برای
اول قضاياى برای متفاوتͬ اثباتهای مͬ�شود. نتیجه ناتمامیت اول قضيه برای گودل اصلͬ اثبات از
بر مبتنͭ ناتماميت اول قضيه براى شایتین توسط شده ارايه اثبات و شده�اند شناخته ناتمامیت دوم و
است. معروف شایتین ناتمامیت به که است توصیف�ناپذیر) طبیعͬ عدد (کوچͺترین بِرى پارادوکس
ناگهانͬ، آزمون پارادوکس مشابه استدلالͬ و کولموگروف پيچيدگͭ ناتماميت، براى شايتين برهان از
قبول قابل حل راه اولین مͬ�تواند که مͭ�شود ارايه گودل ناتمامیت دوم قضیه برای جدیدی اثبات

شود. گرفته نظر در ناگهانͬ آزمون پارادوکس حل برای منطقͬ
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مقدمـه

و اول ناتماميت معروف قضاياى اثبات با بيستم، قرن رياضيات و منطق مشاهير از گودل کورت

رياضيات تاريخ در ديͽر قضاياى اندک گذاشت. برجاى منطق و رياضيات در شͽرفͭ تاثيرات دوم

در گذاشته�اند. تاثير فيلسوفان و رياضيدانان روى گودل ناتماميت قضاياى اندازه به که موجودند

پيچيدگͭ برمبناى که برآنيم است، شده نگاشته [١١] و [١۴] مراجع مبناى بر كه پايان�نامه اين

براى جديدى اثبات ناگهانͭ، آزمون پارادوکس از صورتͭ و شايتين ناتماميت قضيه کولموگروف،

و اول قضاياى محتواى بر اشاره��اى مͭ�رسد نظر به مناسب دهيم. ارايه گودل ناتماميت دوم قضيه

سازگار نظريه هر براى که مͭ�دارد بيان گودل ناتماميت اول قضيه باشيم: داشته گودل ناتماميت دوم

آن مͭ�توان نه نظريه داخل در که است موجود گزاره�ايى ،PA يا ZFC مانند غنͭ کافͭ اندازه به رياضͭ

رياضͭ سازگار نظريه هر براى که مͭ�دارد بيان گودل ناتماميت دوم قضيه کرد. رد نه و کرد اثبات را

نيست. رد) قابل (يا اثبات قابل نظريه خود در نظريه سازگارى غنͭ، کافͭ اندازه به

پايان�نامه، نخست فصل در شده�اند. ارايه گودل ناتماميت دوم و اول قضاياى براى متعددى اثباتهاى

کار به پارادوکس�هاى از مختصرى شرح و آتͭ فصلهاى در نياز مورد و پايه مفاهيم بيان به ابتدا ما

گودل ناتماميت اول قضيه براى گودل اثبات دوم، فصل در مͭ�پردازيم. پايان�نامه اين در شده گرفته

اول قضيه از اطلاعاتͭ نظريه فرمول�بندى ͷي بِرى پارادوکس مبناى بر که را شايتين اثبات همچنين و

مͭ�کنيم. بيان است، معروف شايتين ناتماميت به و است كولموگروف پيچيدگͭ وسيله به ناتماميت

آخرين كه سوم فصل در را آن كه مͭ�شود نيز ناتماميت دوم قضيه به منجر كولموگروف پيچيدگͭ

مͭ�دهيم نشان ديͽر روش�هاى بررسͭ از پس همچنين مͭ�كنيم. بررسͭ مͭ�باشد پايان�نامه اين فصل

مͭ�دهد. دست به را ناگهانͭ آزمون پارادوکس از صورتͭ ناتماميت دوم قضيه که

٢



١ فصل

مقدماتͬ و پایه مفاهیم

٣



۴ مقدماتͬ و پایه مفاهیم .١ فصل

پارادوکس�ها ١.١

نتيجه ͷی به نهايت در ولͭ است درست ظاهر در حداقل که است استدلالͭ معناى به ١ پارادوکس

با که گزاره�اى يا و (P ∧ ¬P مانند (گزاره�اى تناقضمحض ͷی حتͭ يا و ما، تجربيات با متناقض

واژه�ى ترجمه در مترجمان البته .[٢۴] مͭ�شود منجر (1 = 0) مثلا́ است تناقض در حساب اصول

تضاد، اقوال، در تعارض اجماع، خارق معما، باطل�نما، تناقض�نما، قبيل از معادل�هايى پارادوکس

را پارادوکس دقيق معناى آنها از ͷی هيچ مͭ�رسد نظر به امˁا نموده�اند. جايͽزين را ... و تنازع ناسازه،

ترجمه بدون را آن خود مͭ�دهند ترجيح مترجمان برخͭ که است جهت همين به شايد نمͭ�کنند. بيان

قبول غير�قابل جمله ͷی آوردن دست به از است عبارت پارادوکس واقع، در بياورند. فارسͭ زبان در

مͭ�شود سعͭ پارادوکس حل براى نيز، دليل همين به معتبر. استنتاجͭ قواعد و مقبول مقدمات از

تنها پذيرفته را نتيجه اينکه يا و کرده وارد خدشه استنتاج قواعد اعتبار در يا و مقدمات صدق در يا

اين به را پارادوکس مͭ�توان ديͽر، عبارتͭ به مͭ�نمايد. جلوه قبول غيرقابل چرا که شود داده توضيح

آنچه يعنͭ ماست. شهود و انتظار خلاف و باورنکردنͭ تناقض�آميز، که آنچه نمود: تعريف صورت

مͭ�رسد غلط نظر به يا است، درست ولͭ مͭ�رسد غلط نظر به است، غلط ولͭ مͭ�رسد درست نظر به

.[٢۵] است غلط واقعاً و

تعمیم بینش، تعمیق دانش، مرزهای گسترش برای انگیزه ایجاد در پارادوکس�ها تاریخͬ نظر از

مثلا́ داشته�اند. شͽرفͭ تأثیر جدید شناختͬ زبان قوانین وضع و دقت افزایش استدلال، های شیوه

مجموعه�ها نظریه پارادوکس�های ،١٩ تا ١٧ قرن�هاى در حسابان تکامل در زنون پارادوکس�های

کانتور، مجموعه�های (شهودی) نظریه تدقیق در راسل و کانتور فورتͬ، بورالͬ پاراداوکس�های مانند

در ͬͺبوچوفس پارادوکس بیستم، قرن در گودل ناتمامیت قضیه برهان طرح در دروغگو پارادوکس

مفاهیم مشͺلات طرح در زنون تیر پارادوکس و تامسون لامپ پارادوکس و زبان نارسایی�های درک

.[٢۵] داشتند به�سزايى نقش ͷفیزی در نظری

سال در بوچفار٢ مثلا́ شده�اند. گرفته کار به پاراداوکس�ها رجوع و رفع برای متفاوتͬ ابزارهای

١Paradox
٢D.A. Bochvar



۵ مقدماتͬ و پایه مفاهیم .١ فصل

فرازبان از مͬ�توان همچنین کرد. استفاده پارادوکس�ها تحلیل برای ارزشͬ سه منطق�های از ١٩٣٨

و درستͬ آن�ها روی که ... و دوم نوع اول، نوع نام�های با مختلفͬ لایه�های به جملات ͷتفکی برای

که دروغگو پارادوکس مورد در مثلا́ که کاری کرد، استفاده مͬ�شوند تعیین مستقل به�طور نادرستͬ

زبان تقسیم با ٣ͬͺتارس آلفرد مثال برای است. شدنͬ انجام است» دروغ مͬ�گویم «آنچه مͬ�دارد بیان

زبان مورد در که فرازبان و مͬ�کند صحبت زبان از بیرون امور مورد در که موضوعͬ زبان لایۀ دو به

عبارت است»، دروغ مͬ�گویم «آنچه مͬ�گوییم وقتͬ که کند مͬ استدلال مͬ�گويد، سخن موضوعͬ

ساختار نظر از لذا و است رفته کار به موضوعͬ لایۀ در است فرازبان به متعلق که است» «دروغ

حل برای مͬ�شود، ظاهر (وعلم) ریاضیات در پارادوکسͬ که هربار حال، این با دارد. اشͺال منطقͬ

مناسب شناختͬ زبان قوانین یا کنیم تصحیح یا بخشیم بهبود داریم چه آن از را خود فهم باید آن

به کافͬ آن�ها گرفتن جدی و ریاضیات کالبد در پارادوکس�ها قراردادن برای دليل این و کنیم وضع

.[٢۵] مͭ�رسد نظر

غیرمنتظره، پارادوکسدار مانند نادرستهستند؛ استدلال از نادرستحاصل نتایج پارادوکس�ها بعضͬ

پارامندیس) شاگرد و ایتالیا جنوب در الیا اهل پنجم (فیلسوفقرن لاکپشتزنون و پارادوکسآشیل

در هستند؛ ما تعاریف و اصول در اشͺالاتͬ از ناشͬ پارادوکس�ها از دسته�ای استقراء. پارادوکس و

اشاره ساکسونͭ آلبرت پارادوکس و سقراط پارادوکس و دروغگو پارداوکس به مͭ�توان مورد این

پارادوکس راسل، پارادوکس مانند پارادوکس�ها از بسیاری بروز که دریافتند راسل و پوانکاره کرد.

در خودارجاعͭ تعريف�های وجود علت به ... و بِرى پارادوکس خودنامصداق، پارادوکس کانتور،

مانند هستند، درست حال عین در و باورنکردنͬ و ما شهود خلاف پارادوکس�ها بعضͬ است. آنها

هستند مبهم تعریف�های از ناشͬ پارادوکس�ها از تعدادی تولد. روز و ͬͺباناخ-تارس پارادوکس�های

اشتقاق و تامسون لامپ مانند پارادوکس�ها بعضͬ سياه. تخته و ريچارد توده، پارادوکس�های مانند

... و زمان حرکت، مانند ͷفیزی در نظری مفاهیم به مربوط فلسفͬ مشͺلات از ناشͬ بخش دو به

رفته�اند کار به پايان�نامه اين در که پارادوکس چند بيان به صرفاً ما مختصر اين در .[٢۵] مربوطند

مͭ�کنيم. بسنده

٣A. Tarski
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دروغگو پارادوکس

يونانͭ منطقدان به غالباً و مͭ�گردد باز گذشته بسيار زمان�هاى به دروغگو۴ پارادوکس تاريخͭ، نظر از

خود به را باستان منطق�دانان پارادوکس اين مͭ�شود. داده نسبت ابوليدس۵ ميلاد، از قبل چهارم قرن

اين تقرير ساده�ترين .[٢۶] شد فيلاتس۶ نام با آنها از ͭͺی نابهنگام مرگ باعث حتͭ و داشته مشغول

اين آيا که است اين سوال است». دروغ مͭ�گويم «آنچه بͽويد: گوينده�اى که است اين پارادوکس

حرف مͭ�گويم» «دروغ مͭ�گويد اينکه پس بͽويد راست اگر مͭ�گويد. دروغ يا مͭ�گويد راست گوينده

مͭ�گويم» «دروغ مͭ�گويد خود اينکه پس مͭ�گويد دروغ اگر و مͭ�گويد دروغ يعنͭ مͭ�زند، راستͭ

اگر و است دروغ باشد راست مͭ�گويد آنچه اگر پس مͭ�گويد. راست يعنͭ مͭ�زند، راستͭ حرف

ͷی نادرستͭ يا درستͭ فرض يعنͭ است خودارجاعͭ دروغگو پارادوکس است. راست باشد دروغ

باشد. داشته جمله آن خود نادرستͭ يا درستͭ مورد در نتيجه�ايى است ممͺن جمله
کرِت٨ اهالͭ از اپيمندس٧ که مͭ�باشد صورت بدين دروغگو پارادوکس تاريخͭ صورت اصل، در

کرِت اهالͭ درباره سيسيلͭ آرايشͽر را حرف اين اگر هستند». دروغگو کرِتͭ�ها «همه است: گفته

گفته�هاى درباره او حͺم است، کرِت اهل خود گوينده که آنجا از امˁا نبود کار در پارادوکسͭ بود گفته

است! دروغ نيز هستند دروغگو کرِتͭ�ها همه که او گفته يعنͭ مͭ�شود. هم گفته همين شامل کرِتͭ�ها

صورتهاى مختلف، تقريرهاى طرح موجب زمان، دير از دروغگو پارادوکس درباره تأمل و بحث

پارادوکس اسلامͭ، فيلسوفان نظر از است. شده آن براى گوناگون حل�هاى راه عرضه و شده تقويت

آن هفتم قرن در مسلمان دانشمندان سپس و شد طرح کاذب» کلامͭ کل «شبهه نام با ابتدا دروغگو

اثيرالدين دارد. شباهت (گنگ) أصم عدد جذر به آن، حل سختͭ زيرا خواندند، أصم» جذر «شبهه را

مسلمان دانشمندان است. کرده مطرح را أصم جذر شبهه که بوده اسلامͭ دانشمند نخستين ابهرى

خفرى شمس�الدين فارابى، قزوينͭ، کاتبى طوسͭ، نصيرالدين خواجه رازى، فخرالدين چون ديͽرى

۴Liar paradox
۵Eubulides
۶Philatas of cos
٧Epimendes
٨Cretan
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براى مسلمان دانشمندان که پاسخ�هايى و حل�ها راه کرده�اند. توجه پارادوکس اين اهميت به ... و

براى حلͭ راه تا نکرده تلقͭ پارادوکس را أصم جذر فارابى است. متنوع بسيار داده�اند، ارايه أصم جذر

مͭ�گويم «آنچه عبارت که کرده تحليل چنين اين و دانسته (دروغگو) کاذب را آن بلͺه کند ارايه آن

به بود، خواهد کاذب باشد داشته را آن ساختار که نظريه�اى هر و است کاذب جمله ͷی است» دروغ

نادرست برخͭ براى و درست موضوع افراد برخͭ براى محمول آن در که جمله�ايى اگر که بيان اين

کرده�اند، تلقͭ پارادوکس را آن که متفکرانͭ امˁا بود. کاذبخواهد شود، استفاده کلͭ شͺل به و باشد

حل قابل غير و واقعͭ تناقض را دروغگو پارادوکس گروهͭ داشته�اند، متمايز ديدگاه دو دراين�باره

متضمن و دارد نهفته تناقض ͷی دروغگو پارادوکس که مͭ�پنداشتند ديͽر گروهͭ و مͭ�دانستند

،ͭͺتارس راسل، همچون غربى رياضيدانان و منطقدانان است. حل قابل لذا و نيست واقعͭ تناقض

مطرح را آن از ديͽرى صورتهاى و دادند قرار توجه مورد را دروغگو پارادوکس ... و ژوردن رمزى،

است: کرده بيان صورت بدين را دروغگو پارادوکس ،ͭͺتارس آلفرد .[٢٢] کردند

در است، شده نوشته جمله ͷی فقط صفحه�ايى هر در و دارد صفحه 100 که کنيد تصور را کتابى

صفحه در است». راست شده، نوشته کتاب اين 2 صفحه در که «جمله�ايى مͭ�خوانيم: 1 صفحه

صفحه تا همينطور و است» راست شده، نوشته کتاب اين 3 صفحه در که «جمله�ايى مͭ�خوانيم: 2

دروغ شده، نوشته کتاب اين 1 صفحه در که «جمله�ايى مͭ�خوانيم: را جمله اين 100 صفحه در .99

ساده بحثͭ با باشد، دروغ واقعاً است، شده نوشته 1 صفحه در که جمله�ايى کنيم فرض اگر است».

جمله که مͭ�کنيم فرض پس است. نادرست فرض اين که مͭ�رسيم نتيجه اين به طولانͭ نسبتاً امˁا

نادرست فرض اين که مͭ�گيريم نتيجه قبلͭ ترتيب همان با و باشد راست 1 صفحه در شده نوشته

مͭ�رسيم. پارادوکس ͷی به پس است

فوق پارادوکس مختلفهمان گونه�هاى که نمود ترکيب هم با را پارادوکس�آميز کتاب چندين مͭ�توان

و است شده نوشته جمله ͷی فقط صفحه هر در دارد. صفحه 100 کتابها اين از کدام هر مͭ�باشند.

مͭ�باشد: زير صورت به جمله�ها شͺل

است.» xxکتاب اين �� صفحه در شده چاپ «جمله

،1 اعداد از ͭͺی �� جاى به و مͭ�گيرد قرار «دروغ» يا «راست» کلمات xx جاى به حالت هر در

يافته، ترکيب قاعده اين مطابق که اصلͭ کتاب از هرگونه�اى البته مͭ�شود. جايͽزين 100 ، ... ،3 ،2
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مشͺلͭ کار مͭ�شود پارادوکس به منجر گونه�ها اين از ͷی کدام اينکه يافتن تناقضمͭ�شود. به منجر

است، راست 3 صفحه در شده چاپ جمله که شده گفته کتاب 1 صفحه در مثلا́ کنيد فرض است.

نتيجه نمͭ�توان اين از است. دروغ جمله همان که شده ادعا 2 صفحه مثلا́ ديͽرى جاى در حالیͺه در

1 صفحه جملات از ͭͺی که مͭ�گيريم را نتيجه اين فقط بلͺه است، پارادوکس�آميز کتاب که گرفت

ما فرض�هاى از مستقل کتاب، از جمله ͷی که مͭ�دهد روى زمانͭ پارادوکس است. نادرست 2 يا
راس˼ل٩ نادرست. هم و باشد درست هم کتاب، جملات ديͽر بودن دروغ يا بودن راست مورد در

همانند را دروغگو پارادوکس است)، نقيض مستلزم خود با متناقض جمله (هر قاعده�اى بنابر نيز

چه «هر اگر که بيان اين به مͭ�داند. دروغ نه و راست نه اينها، مانند و امرى و پرسشͭ جملات

اگر و نيست راست پس است خود با متناقض مذکور قاعده بنابر باشد راست است» دروغ مͭ�گويم

نيست. دروغ پس است خود متناقضبا مذکور قاعده بنابر باشد، دروغ است» دروغ مͭ�گويم چه «هر

ساده صورت دروغگو پارادوکس واقع در است. دروغ نه و راست نه دروغگو، پارادوکس بنابراين

مͭ�باشد. راس˼ل١٠ آرايشͽر پارادوکس از شده

صورت به را (دروغگو) ابوليدس پارادوکس ژوردن١١ نام با انگليسͭ رياضيدان ١٩١٣ سال در

است شده نوشته آن طرف ͷی در که داريم کارتͭ که بيان اين به درآورد پستال کارت پارادوکس

مͭ�يابيم را جمله اين مͭ�کنيم رجوع کارت پشت به که زمانͭ و است» راست کارت اين پشت «جمله

ديͽر صورتͭ مͭ�نامند. نيز تابلو پارادوکس را پارادوکس اين است»؛ دروغ کارت اين پشت «جمله

همين فقط ساعت ͷی طول در شخصͭ کنيد فرض که است صورت بدين دروغگو پارادوکس از

درست حرف اين اگر هستند». نادرست ساعت ͷی اين در حرفهایم «تمام باشد: گفته را جمله ͷی

اگر و است نادرست جمله اين پس است جمله اين گفته ساعت ͷی اين در که حرفͭ تنها چون باشد

مͭ�رسيم. تناقض ͷی به مجدداً مشابه شيوه�اى به است نادرست جمله اين که کنيم فرض

بͽيريد: نظر در را زير جمله دو ديͽر، نمونه�ايى عنوان به

٩B. Russell

را خودشان سر خودشان که میͺنم اصلاح را کسانͬ سر حتماً و «فقط مͭ�گويد: که هست شهری در آرایشͽر ͷ١٠ی

نه؟ یا مͭ�کند اصلاح را خودش سر آرایشͽر اين است: این سوال نمͭ�کنند». اصلاح
١١P. E. B. Jourdain
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است» نادرست زير «جمله

است» درست بالا «جمله

پايين جمله نتيجه در و بود خواهد درست بالا جمله پس است درست پايين جمله کنيم فرض اگر

تناقضمͭ�رسيم. به مشابه شيوه�اى به است نادرست پايين جمله فرضکنيم اگر و بود نادرستخواهد

گفته روزی سقراط که است شده نقل صورت اين به دروغگو پارادوکس از ديͽر صورتͭ همچنین

معروف سˀقراط١٢ پارادوکس به و نمͭ�دانم» چيز هيچ من که است این مͬ�دانم که «چیزی است:

را صدق مفهوم يعنͭ مفهوم�ها مهمترين از ͭͺی که است اين در دروغگو پارادوکس اهميت است.

بحث�هاى از صادق�اند اعتبارى چه به گفته�ها و جمله�ها اينکه و صدق مفهوم مͭ�افکند. مخاطره به

قرار ترديد تناقضمورد حد تا را مفهوم همين درست دروغگو پارادوکس و علوم�اند و فلسفه اساسͭ

مفهوم طبيعͭ اعداد مورد در نظريه ͷی در که داد نشان پارادوکس اين ͷکم با ͭͺتارس مͭ�دهد.

زبان در فرمول ͷی توسط حساب، فرمول�هاى درستͭ ديͽر، عبارت به نيست. تعريف قابل «درستͭ»

کرد ثابت را پارادوکس اين مشابه استدلالͭ ͷکم با نيز گودل١٣ کورت نيست. تعريف قابل حساب

نظريه آن که دارند وجود درست گزاره�هايى طبيعͭ، اعداد مورد در موضوعͭ اصل نظريه هر در که

راه دروغگو پارادوکس براى است. معروف ناتماميت اول قضيه به که نيست، آنها اثبات به قادر

پارادوکس�ها از طبقه اين براى که است آن نشانه اين و مͭ�کنند و کرده�اند پيشنهاد متعددى حل�هاى

مͭ�کند. گاه آ تازه�اى نکته از را ما حلͭ راه هر امˁا نيابيم. هرگز هم شايد و نيافته�ايم هنوز قاطعͭ حل راه

درباره صحبت حق زبانͭ هيچ در زبان�هاست: همه روى بر زير قيدِ گذاشتن آن حل راه مهمترين شايد

ندارد. وجود زبان آن مورد در گزاره�هاى کذب و صدق

بِرى پارادوکس

عدد «بزرگترین جمله مثال عنوان به مͬ�کنند. توصیف را طبیعͬ عدد ͷی فارسͬ جملات بعضͬ

مͬ�کنند. توصیف را 2 و 99 اعداد ترتیب به زوج» هم و باشد اول هم که «عددی یا رقمͬ» دو طبیعͬ

١٢Socrate’s Paradox
١٣Kurt Gödel
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نیست». توصیف قابل کلمه 13 از کمتر با که طبیعͬ عدد «کوچͺترین بͽیرید: نظر در را عبارت این

این باشد چنین اگر است؟ توصیف قابل کلمه 13 با مͬ�کند، دلالت �آن بر عبارت این که عددی آیا

زیرا داریم، تناقض ͷی باز نباشد اگر و باشد چنین نمͬ�تواند تعریف بنابه زیرا است، تناقض ͷی

قابل کلمه 13 از کمتر با که طبیعͬ عدد «کوچͺترین واقع در پس دارد. کلمه 12 فوق عبارت خود

دارد. کلمه 12 تنها بالا عبارت که زیرا است. توصیف قابل کلمه 13 از کمتر با نیست» توصیف

است. کرده بِری١۴منسوب به را آن و شده ارايه راسل برتراند توسط ١٩٠۶ سال در پارادوکس این

شامل كه مͭ�باشد، ٢٠ و ١٩ قرن در شده کشف معنايى پارادوکس�هاى به متعلق پارادوکس اين

پارادوکس اعتبار مورد در بحث به ابتدا مͭ�باشد. نيز خودنامصداق١۶ و ريچارد١۵ پارادوکس�هاى

واژه�نامه ͷی در فارسͭ زبان واژه�هاى تمامͭ که مͭ�کنيم فرض بحث، شروع براى مͭ�پردازيم. بِرى

از کلمه 13 از کمتر در مͭ�توانند که است اعدادطبيعͭ همه مجموعه T و شده�اند ليست استاندارد

فقط پس دارد، وجود فارسͭ واژه متناهͭ تعداد تنها که آنجايى از باشند. شده توصيف فارسͭ زبان

مشخصاً است. متناهͭ یͷمجموعه T يعنͭ است؛ موجود کلمه 13 از ترکيباتکمتر از متناهͭ تعداد

که طبيعͭ عدد کوچͺترين بنابراين هستند. بزرگتر T اعضاى همه از که دارند وجود طبيعͭ اعداد

در نيست. T به متعلق عدد اين تعريف، بنابه دارد. وجود نيست توصيف قابل کلمه 13 از کمتر در

تناقض ͷی با ما است. T به متعلق آن بنابراين کرده�ايم، توصيف کلمه 12 در را آن ما حال عين

عارى فوق در شده ذکر استدلال بپذيريم را T مجموعه وجود ما اگر که چرا هستيم. روبرو آشͺارى

داشته وجود نمͭ�تواند T همچون مجموعه�اى که مͭ�رسيم نتيجه اين به یقیناً بود. خواهد ابهام از

مشخص را طبيعͭ یͷعدد که توصيفͭ که است اين بِرى پارادوکس بطن در شده فرضاشاره باشد.

با را 4 و 3 اعداد نمͭ�توان يعنͭ باشد؛ شده استفاده نمͭ�تواند دوباره ديͽر عدد توصيف در مͭ�کند

نشان براى پس شده�ايم. قائل نيز تفاوت آنها بين که حالͭ در کرد تعريف کلمات از یͺسان مجموعه

کلمه�ايى 13 از کمتر عبارات از گروهͭ و متن ͷی بايد ما است، نادرست بِرى پارادوکس اينکه دادن

١۴Berry

کرد. مشخص زبان ͷی کلمه�هاى از متناهͭ تعداد با نمͭ�توان را 1 و 0 بين حقيقͭ اعداد تمام مجموعه ١۵

«فارسͭ» و است خونامصداق «آلمانͭ» مثلا́ نمͭ�کند، صدق خودش مورد در که است کلمه�اى خودنامصداق، ١۶

خودمصداق.
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کلمه 13 از کمتر در مͭ�توانند که طبيعͭ اعداد براى کرانͭ هيچ که کنيم ثابت بتوانيم تا کنيم ايجاد را

،0 طبيعͭ اعداد که مͭ�کنيم استفاده حقيقت اين از کار اين انجام براى ندارد. وجود شوند توصيف

سال در ددکيند١٧ توسط بار نخستين اين هستند. تعريف قابل مجموعه�هايى صورت به ... ، 2 ،1

شده�اند: تعريف زير شرح به نخست عدد پنج است. شده آورده ١٨٨٨

0 = ∅

1 = {0}

2 = {0, 1}

3 = {0, 1, 2}

4 = {0, 1, 2, 3}

نماد با و ندارد عضوى هيچ که (مجموعه�ايى است شده تعريف تهͭ مجموعه ،0 طبيعͭ، عدد اولين

عنوان به 2 است، شده تعريف 0 شامل عضوى تك مجموعه عنوان به 1 مͭ�شود)، داده نمايش ∅

هستيم. طبيعͭ اعداد توصيف براى آماده اکنون . ... و است شده تعريف 1 و 0 شامل مجموعه

را طبيعͭ عدد اولين ما ،1 مرحله در داد. خواهيم ترتيب مراحل از دنباله�ايى در را آنها توصيف ما

. ... و کرد خواهيم توصيف را طبيعͭ عدد دومين ،2 مرحله در کرد، خواهيم توصيف

با و نيست عضوى هيچ شامل که است مجموعه�ايى تهͭ، «مجموعه صورت به را صفر ما :1 مرحله

.(0 = (بنابراين∅ مͭ�کنيم توصيف مͭ�شود» داده نشان ∅ نماد

است» قبل مرحله در شده توصيف عدد تنها شامل که «مجموعه�ايى صورت به را ͷی :2 مرحله

.(1 = (بنابراين{0} مͭ�کنيم توصيف

است» قبل مراحل در توصيفشده اعداد همه شامل تنها که «مجموعه�ايى صورت به را دو :3 مرحله

.(2 = {0, (بنابراين{1 مͭ�کنيم توصيف

است» قبل مراحل در توصيفشده اعداد همه از متشͺل که «مجموعه�ايى صورت به را سه :4 مرحله

.(3 = {0, 1, (بنابراين{2 مͭ�کنيم توصيف

قبل مراحل در شده توصيف اعداد همه از متشͺل که «مجموعه�ايى صورت به را چهار :5 مرحله

١٧R. Dedekind
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.(4 = {0, 1, 2, (بنابراين{3 مͭ�کنيم توصيف است»
...

کمتر یͺسان ترکيب از استفاده با را 4 و 3 ، 2 طبيعͭ عدد سه منحصربفرد طور به ما فوق مراحل در

کرانͭ هيچ دهيم، ادامه بى�نهايت تا را روش اين مͭ�توانيم که آنجايى از توصيفکرده�ايم. کلمه 13 از

،T بنابراين ندارد. وجود توصيفهستند قابل کلمه 13 از کمتر در روش اين به که طبيعͭ اعداد براى

نامتناهͭ مجموعه ͷی شوند، توصيف کلمه 13 از کمتر در مͭ�تواند که طبيعͭ اعداد تمامͭ مجموعه

است. نادرست برِى پارادوکس و است

آنها قبلͭ توصيفات بایستͬ و بوده متنͭ وابستگͭ داراى فوق در طبيعͭ اعداد براى شده ارايه تعاريف

در را طبيعͭ اعداد که روندى ولͭ آوريم؛ حساب به توصيفات اين محذوف بخش عنوان به نيز را

تعريف استقرايى مجموعه�هايى صورت به طبيعͭ اعداد که است روشͭ همانند کرده�ايم تعريف قبل

مͭ�نمايد: مشخص را ترتيبى آنها براى استقراء اين که مͭ�شوند

0 = ∅

1 = {0}

2 = {0, 1}

3 = {0, 1, 2}

4 = {0, 1, 2, 3}

عنوان به مͭ�باشد. آن از قبل عدد هر تعريف مفهوم به وابسته اول) تعريف از غير (به تعريفͭ هر

مͭ�کنيم: حذف را تعاريف از ͭͺی که را زمانͭ بͽيريد، نظر در مثال

0 = ∅

1 = {0}

3 = {0, 1, 2}

4 = {0, 1, 2, 3}
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و است بى�معنͭ نماد ͷی «2» پس نداشت وجود مͭ�باشد 1 و 0 شامل فقط که مجموعه�ايى اگر

نخست، تعريف به��جز تعاريف همه وضوح به بود. خواهند بى�معنͭ عدد يك شامل تعاريف باقͭ

مستقل نمͭ�تواند اول، تعريف از غير به تعاريف از ͷی هيچ و دارند اشاره پيشين تعاريف به

وابستگͭ، مفهوم از پيروى به که چرا کرد دفاع خوبى به قبل توصيفات از مͭ�توان بنابراين باشد.

نمͭ�توانيم که آنجايى از هستند. طبيعͭ اعداد براى مستقل تعريفات اکثر از درست�تر توصيف�هايى

نپذيرفتن براى موجه دليلͭ دهيم، ارايه متن به تعاريفوابسته از استفاده بدون را طبيعͭ تعاريفاعداد

داديم ارايه اعداد از متن به وابسته توصيفاتͭ اينکه خصوصاً نداريم. آنها متن به وابسته توصيفات

کردن برقرار دوباره هدف، که آنجا از هستند. متن به وابسته طبيعͭ اعداد اين تعريف که درحالͬ

صرفاً و کنيم محدود را متن به وابسته توصيفات قراردادى طور به ندارد لزومͭ است، پارادوکس

که توصيفاتͭ تمامͭ و کنيم محروم خواص از مجموعه�ايى از را آن�ها فقط که داريم احتياج اين به

امͺان، ͷی عنوان به مثال، براى کنيم. حذف را «قبلͭ» همانند هستند مفهومͭ وابسته کلمات شامل

کوچͺترين که بͽوئيم و آوريم شمار به واحد کلمه ͷی عنوان به را متن» به «ناوابسته کلمه مͭ�توانيم

اين دارد. وجود باشد، شده توصيف نمͭ�تواند متن به ناوابسته کلمه 13 از کمتر در که طبيعͭ عدد

شرط دو باشد، تناقض�آميز توصيف اين اينکه براى است. اصلͭ پارادوکس از ضعيفتر کاملا́ نسخه

باشد: برقرار مͭ�بايست

باشد. کلمه 13 از کمتر در توصيف (1)

نباشد. متن به وابسته کلمه هيچ شامل (2)

اجتناب پارادوکس از آن وسيله به که نمائيم ايجاد را ابزارى مͭ�توانيم شرط، دو کردن برقرار با واقع در

که بحثͭ شد. اجتناب راسل پارادوکس از (ZF) فرانکل زرملو- مجموعه نظريه در که همانطور شود،

وابسته کلمه ͷی حداقل شامل يقيناً که است اين کرد مطرح مͭ�توان پارادوکسضعيفشده برابر در

البته مͭ�رسيم. تناقض ͷی به نيست، کلمه�ايى چنين شامل که کنيم فرض اگر زيرا است مفهومͭ

ͭͺی که داريم احتياج نکته اين به صرفاً دهيم. ارايه بحث عنوان به را بيان اين اينکه به نداريم نيازى

کنيم فرض پارادوکس را چيزى که نيستيم مجبور وضوح به است. متن به وابسته حتماً کلمات از

معماى اينكه دادن نشان براى مانعͭ هر بنابراين است. موجود آن براى جايͽزين ͷی که حالͬ در

13 از کمتر در را آن نتوان که عددى «کوچͺترين يعنͭ خود عبارت در متنͭ وابسته کلمه هيچ بِرى
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تفسير نوعͭ به اثبات�ها اين روش مͭ�رود. بين از ندارد، را نمود» توصيف متن به غيروابسته کلمه

و بودن» متن به وابسته «غير لغت که مͭ�دهند نشان يعنͭ است، بودن» متن به وابسته «غير مبهم لغت

چارلز بورگ١٨، تيلر همچون محققانͭ هستند. متن از مستقل توصيفات، در شده استفاده لغات بقيه

پارادوکس ايجاد که هستند متن به وابسته لغات اين که عقيده�اند اين بر باروايز٢٠ جان ١٩و پارسونز

نظر در را توصيفشده لغت ͷی مͭ�توانيم متن به وابسته لغت ͷی از مثالͭ عنوان به مͭ�کنند؛ معنايى

است، ديͽرى از تجريد درجه ͷی از ناشͭ مͭ�گيرد قرار بِرى پارادوکس بطن در که بحثͭ بͽيريم.

ͷی توصيف (بعدى). بالاتر مرتبه از جملات براى (قبلͭ) پايين�تر مرتبه از جملات از توصيفͭ يعنͭ

توصيف ͷی متن» به وابسته غير کلمه 13 از کمتر در بودن «توصيف�ناپذير صورت به طبيعͭ عدد

که شده فرض قبل از توصيفͭ محدوديت�هاى براساس غيرمستقيم توصيف ͷی است. بالاتر مرتبه

بايد بودند) �برقرار T مجموعه و فارسͭ کلمات از متناهͭ ترکيبات بحث در (که محدوديت�ها اين

ايجاد را متنͭ منطقͭ بحث باشند. شده ارايه منطقͭ استدلال توسط بپذيريم، را توصيف اينکه از قبل

اين بيرون مͭ�شود. توصيف و بيان شده» «توصيف لغت آن وسيله به هم و آن درون هم که مͭ�کند

که (همان�طور باشد نادرست بحث اگر يعنͭ ندارد وجود وابسته غير صورت به توصيف اين متن،

مراتب توصيفات بود. خواهد نادرست نيز توصيف اين افتاد) اتفاق پارادوکس اصلͭ صورت در

از بحث حرکت با همزمان شده» «توصيف لغت بنابراين ندارند. شديدى وابستگͭ چنين پايين�تر

مͭ��كند. تغيير بالاتر تجريد مراتب به پايين�تر مراتب

ناگهانͭ آزمون پارادوکس

رويدادى زمان مورد در شخصͭ پيشنگرى�هاى مورد در پارادوکسͭ�است ناگهان٢١ͭ آزمون پارادوکس

عموماً و است شده ارايه ميلادى ١٩۴٠ سال از قبل پارادوکس اين افتاد. خواهد اتفاق آينده در که

١٨T. Burge
١٩Ch. Parsons
٢٠J. Barwise
٢١The Surprise Examination Paradox
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یا پيشͽويى٢٣ پارادوکس يا اعدام٢٢ مأمور پارادوکس یا منتظره غیر اعدام پارادوکس عنوان تحت

:[٢١] مͭ�باشد زير شرح به که است شده مطرح منتظره٢۴ غیر دار پارادوکس

ͬͺی «ظهر گفت: محͺوم زندانͬ به قاضͬ کرد. محͺوم مرگ به را شخصͬ دادگاه جمعه روز ͷی در

نخواهیم مشخص تو برای را روز آن ما ولͬ شد، خواهد اجرا تو اعدام حͺم آینده، هفته روزهای از

اجرای روز صبح یعنͬ قبل ششساعت فقط و کرد نخواهͬ پیدا اطلاع روز آن از قبلا́ هرگز تو و کرد

بود عهد به وفای و ذکاوت به عالم شهره مذکور قاضͬ داد». خواهیم اطلاع تو به را موضوع حͺم

و شد داخل سلولش به خود مدافع وکیل همراه به زندانͬ مͬ�کرد. عمل خود گفته به دقیقاً همیشه و

«اجرای گفت: و شͺست را سͺوت لبخندی با مدافع وکیل ناگاه رفتند. فرو فکر به غمزده دو هر

اعدام را تو نمͬ�توانند آینده جمعه روز آن�ها «مسلماً داد: ادامه مدافع وکیل ندارد». امͺان قاضͬ حͺم

تمام تو صورت این در نمایند، اجرا را حͺم آینده جمعه روز بخواهند فرضاً اگر که این دلیل به کنند.

روز ͷی یعنͬ جمعه روز فقط چون و بود خواهͬ زنده پنجشنبه ظهر از بعد همچنین و هفته روزهای

جمعه روز یعنͬ فردا، که شد خواهد مسلم تو برای پنجشنبه ظهر از بعد مانده، باقͬ روزهاى به دیͽر

پیش�بینͬ پیشتر روز ͷی را حͺم اجرای روز تو نتیجه در شد. خواهد اجرا حͺم هفته، آخر روز تنها و

گفته و بوده قاضͬ نقضحͺم موضوع این و کرده�ای حاصل اطلاع آن از جمعه صبح از قبل و کرده

روز «بنابراین داد: ادامه مدافع وکیل کرد. تصدیق را او گفته زندانͬ کرد». خواهد بی�اعتبار را او

پنجشنبه روز اما اجراست. قابل غیر حͺم روز آن و حذف باقͭ�مانده روزهاى فهرست از آینده جمعه

چون و نمانده هفته آخر به بیشتر روز دو چهارشنبه، ظهر از بعد چون کنند، اعدام را تو نمͬ�توانند نیز

بعد نتیجه در مͬ�باشد. حͺم اجرای روز آخرین پنجشنبه روز تنها شد، حذف فهرست از جمعه روز

اعدام را تو است، حͺم اجرای روز آخرین که پنجشنبه، روز در دانست خواهͬ تو چهارشنبه ظهر از

بنابراین است. قاضͬ حͺم با متناقض مجدداً حͺم اجرای از پیشتر روز ͷی تو اطلاع کرد. خواهند

و جمعه چون ندارد، وجود حͺم اجرای امͺان نیز چهارشنبه اجراست. قابل غیر حͺم نیز پنجشنبه

تو و شده داده تشخیص حͺم اجرای روز آخرین چهارشنبه فقط و شد اجرا قابل غیر حͺم پنجشنبه

٢٢Hangman Paradox
٢٣Prediction Paradox
٢۴Unexpected Hanging Paradox
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آن از و کرد خواهͬ پیش�بینͬ را چهارشنبه روز حͺم اجرای هستͬ، زنده هنوز شنبه سه ظهر از بعد که

دوشنبه و سه�شنبه روز گفت مͬ�توان طریق همین «به کرد: اضافه مدافع وکیل يافت». خواهͬ اطلاع

حͺم اجرای نیز فردا اما و است. باقͬ شنبه یعنͬ فردا فقط و کنند اعدام را تو نمͬ�توانند نیز یͺشنبه و

ملاحظه فهميد». خواهͬ را موضوع این امروز تو صورت این در چون است ممͺن غیر آن�ها برای

حͺمش یعنͬ ندارد، وجود زندانͬ اعدام جهت قاضͬ حͺم در تناقضͬ هیچ منطقͬ لحاظ از مͬ�شود

شده خودش حͺم نقض باعث قاضͬ حͺم که مͬ�آید نظر به بالا دلایل طبق اجراست. قابل غیر

خلاف هم باز نکند، اجرا اگر و کرده عمل خود حͺم خلاف کند، اجرا را حͺم اگر که چرا است،

درکمال زندانͬ و مͬ�شود اجرا دوشنبه روز اعدام حͺم وجود این با است. نموده رفتار خود حͺم

قاضͬ گفته و است بوده بی�اطلاع حͺم اجرای از روز آن قبل تا زندانͬ مͬ�شود. آویخته دار به ناباوری

حͺم، اجرای و مͬ�کند جلوه تناقض بدون قاضͬ گفته که معنͬ بدین مͬ�افتد. اتفاق درستͬ به هم

دارد؟ وجود مدافع وکیل استدلال در اشتباهͬ چه ولͬ مͬ�برد. سوال زیر را مدافع وکیل استدلال

تشریح حͺم در که شرایطͬ نقض بدون که است شده متقاعد تردید قابل غیر منطق ͷی با زندانͬ

و مͬ�شود سلول وارد اجرا مسئول دوشنبه صبح تعجب کمال با ولͬ کنند اعدام را او نمͬ�توانند شده

خود مدافع وکیل دلایل طبق زندانͬ مسلماً شد. خواهد اجرا حͺم روز آن ظهر که مͬ�دهد خبر او به

وجود تناقضͬ هیچ قاضͬ حͺم در مͬ�شود ملاحظه اکنون که آن عجيب�تر و نداشته انتظاری چنین

.[٢١] گردد اجرا قاضͬ پیشͽویی�های مطابق کاملا́ مͬ�تواند حͺم اجرای و نداشته

نشریه در را پیچیده��ای مقاله ایندیانا، دانشͽاه منطق کرسͬ استاد اسͺريون٢۵ مایͺل ١٩۵١ سال در

آزمون «پارادوکس را آن و است شده بيان جدیدی موضوع آن در که کرد منتشر «ذهن»٢۶ فلسفͬ

:[٢۶] است شده مطرح زير صورت به که است نامیده ناگهانͭ»

و شد خواهد برگزار آزمونͬ پنج�شنبه) تا شنبه (از آينده هفته که مͬ�کند اعلام دانش�آموزان به آموزگاری

که: مͬ�کنند استدلال چنین دانش�آموزان ناگهانͬ). (آزمون بود خواهند بی�اطلاع آزمون این روز از آنان

آزمون باقͬ�مانده) روز (تنها روزِ ما آن، قبل̞ شب چون باشد، نمͬ�تواند (پنج�شنبه) آخر روز در آزمون

بالا استدلال باهمان باشد. چهارشنبه تا شنبه روزهای بین باید آزمون بناچار پس فهمید. خواهیم را

٢۵Michael Scriven
٢۶Mind
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سه�شنبه تا شنبه روزهای بین بایستͭ آزمون پس مͬ�گردد. نفͬ نیز چهارشنبه روز در آزمون وقوع امͺان

نمͬ�تواند اصلا́ ناگهانͭ آزمون چنین که مͬ�کنند استدلال دانش�آموزان که آنجایی تا ... گردد واقع

.... و مͬ�کند برگزار قبلͬ) اطلاع (بدون ناگهانͬ آزمونͬ دوشنبه روز آموزگار آنکه حال بیفتد. اتفاق

درباره مفصل مقاله ١٠ از بیش مقاله، این انتشار از قبل سال ١۵ مدت در و اسͺریون از قبل البته

برجسته فلاسفه از اغلب (که آن نویسندگان کلیه و بود شده منتشر «ذهن» نشریه در پارادوکس این

درباره�ی موافق عقیده دو حتͬ چون و بودند آن حل راه درباره متضاد عقاید دارای بودند) دوره آن

از مͬ�باشد. مشاجره و بحث مورد هم هنوز و مانده لاینحل مزبور پارادوکس است، نشده اظهار آن

فلاسفه از ͬͺی) اُکانر٢٧ جان دونالد بحث به مͬ�توان اسͺریون مقاله از پیش شده ارايه مقالات میان

فرمانده اعلاميه پارادوکس عنوان پارادوکستحت این به شبیه پارادوکسͬ با رابطه در اکستر) دانشͽاه

مͭ�باشد: زير بيان به که کرد اشاره نظامͬ

خطر آژیر آینده هفته شب�های از ͬͺی در تمرین «برای است: آمده نظامͬ فرمانده ͷی اعلامیه در

شش تا و رسید خواهد عامه اطلاع به روز همان بعدازظهر شش در تمرین شب شد. خواهد کشیده

این خود که گفت مͬ�توان بالا استدلال مشابه شد». نخواهد مطلع موعود شب از کسͬ بعدازظهر

نیست عملͬ تمرین این اجرای دیͽر زبان به گرفت؛ نخواهد انجام هرگز تمرین مͬ�کند ثابت اعلامیه

شود. عدول اعلامیه متن از اینکه مͽر

غير ͷپِی پارادوکس منتظره، غير مرغ تخم پارادوکس همچون پارادوکس، اين از ديͽرى صورتهاى

تفسيرهاى روزه همه که مͭ�دهد اجازه زبان صورى خاصيت واقع در شده�اند. مطرح نيز ... و منتظره

مͭ�پردازيم: غيرمنتظره مرغ تخم پارادوکس از مختصر شرحͭ به اينجا در پارادوکسشود. از متعددى

شده گذاشته شما جلوی در شده�اند) گذاری ١٠شماره ١تا از (که مقوایی جعبه ١٠ که کنید فرض

جعبه�ها از ͬͺی در مرغ تخم عدد ͷی دوستتان برمͬ�گردانید، را خود صورت شما که وقتͬ باشد.

شماره ترتیب به را جعبه�ها از ͭͺی» مͬ�گوید: شما به دوستتان مͬ�بندد. مجدداً را آن سر و مͬ�گذارد

از مقصودم یافت، خواهید غيرمنتظره مرغ تخم ͷی آن�ها از ͬͺی داخل در که مͬ�دهم قول کنید، باز

نمͬ�توانید هرگز آن دیدن و مرغ تخم حاوى جعبه کردن باز از قبل شما که است این منتظره غیر کلمه

عاقل شخصͬ شما دوست که فرضکنید است». مرغ تخم دارای جعبه�ها از ͷکدامی کنید پیش�بینͬ

٢٧D. J. O’Connor
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که است واضح نه! مسلماً کرد؟ اعتماد او گفته به مͬ�توان نیز مورد این در آیا باشد. اعتماد قابل و

را آن�ها و کردید باز را اولͬ جعبه 9 شما که آن از پس زیرا نمͬ�گذارد. دهم جعبه در را مرغ تخم او

است) مانده باقͬ جعبه تنها (که آن در را مرغ تخم وجود دهم، جعبه کردن باز از قبل یافتید، خالͬ

خارج عملیات میدان از دهم جعبه پس است. دوستتان گفته نقض آن نتيجه� و مͬ�کنید پیشͽویی

مͬ�بینید خالͬ را اولͬ جعبه هشت شما بͽذارد، نهم جعبه در را مرغ تخم دوستتان اگر حال مͬ�شود.

با را آن شما پس باشد، نمͬ�تواند دهم جعبه در قبل دلایل مͬ�ماند.طبق باقͬ دهم و نهم جعبه فقط و

جعبه بنابراین مͭ�شود. نتيجه دوستتان گفته نادرستͬ و مͬ�کنید پیش�بینͬ نهم جعبه در کامل اطمینان

باشد مرغ تخم حاوى نمͬ�تواند منطقͬ دلیل همین به نیز هشتم جعبه مͬ�شود. خارج میدان از نهم

تمام که مͬ�کنید پیش�بینͬ کامل اطمینان با پس .١ و ٢ و ٣ و ۴ و ۵ و ۶ و ٧ جعبه�های بالاخره و

کنید بی�اعتبار را دوستتان حرف تا مͬ�کنید آن�ها ͷی ͷی کردن باز به شروع و است خالͬ جعبه�ها

در درست دوستتان حرف دلایل، این همه با مͭ�کنيد. مشاهده را مرغ تخم پنجم جعبه در ناگاه ولͬ

.[٢١] مͬ�دهد جلوه نادرست را شما دلایل یعنͬ مͬ�آید،

سازگارى −ω و گودل گذارى عدد كولموگروف، پيچيدگͭ ٢.١

اندازه�گيرى و کولموگروف٢٨ پيچيدگͭ که است کامپيوتر علوم از بخشͭ اطلاعات الͽوريتمͭ نظريه

براساس کولموگروف پيچيدگͭ نظريه و مفهوم مͭ�دهد. قرار مطالعه مورد را دنباله�ها پيچيدگͭ�هاى

در شد. مطرح ١٩۶٠ سال در سولومونف٢٩ راى توسط نخستين�بار که است مهم بسيار قضيه ͷی

را تحقيقاتͭ اطلاعات نظريه زمينه در که روسͭ مشهور رياضيدان کولموگروف٣٠ آندرى ١٩۶۵ سال

کولموگروف پيچيدگͭ به که تعريفکرد متفاوت ديدى با را پيچيدگͭ مقاله، ͷی ارايه با مͭ�داد انجام

بͽيريد: نظر در را زير دودويى دنباله�هاى است. معروف توصيفͭ پيچيدگͭ يا

٢٨Kolmogorov Complexity
٢٩R. Solomonoff
٣٠A. Kolmogorov
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110100110010110100101100

با دودويى دنباله ͷی مͭ�توان را اول دنباله که تفاوت اين با مͭ�باشند بيت 24 داراى دنباله سه هر

دنباله ͷی سوم دنباله گرفت، نظر در فرد جايͽاه در 0 و زوج جايͽاه در 1 دودويى) (رقم�هاى بيتهاى

امˁا باشد، فرد 1 اعداد تعداد i دودويى بسط در اگر تنها و اگر است 1 آن iام بيت که است دودويى

شود. آورده بيت�ها تک تک آن، توصيف براى آنکه مͽر گفت نمͭ�توان چيزى دوم دنباله مورد در

مͭ�کند، توليد را x که برنامه�اى کوتاهترين طول برابر آن کولموگروف پيچيدگͭ ،x رشته هر ازاى به

نمادهاى تعداد (يعنͭ، مͭ�باشد p طول برابر d(p) ،s دنباله از pتوصيف ͷی براى مͭ�شود. تعريف

كوچͺترين با است برابر مͭ�شود داده نمايش K(s) نماد با که s دنباله کولموگروف پيچيدگͭ .(p

است. s براى توصيفͭ p که d(p)هايى

مͭ�شود: مطرح زير مختلف صورت سه به كولموگروف پيچيدگͭ پايان�نامه اين در

K(s) =
(
s مولد برنامه كوتاهترين طول

)

K ′(s) =
(
s مولد تورينگ ماشين كوچͺترين حالت�هاى تعداد

)

µe
(
φe(0) = s

)
= K ′′(s)=

(
0 نقطه در s مولد بازگشتͭ تابع انديس كوچͺترين

)
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گودل عددگذارى

«عددگذارى به امروزه که است کرده بيان اعداد وسيله به فرمول ͷنمايشی براى روشͭ کورتگودل

را شيوه�اى همان ما و دارد وجود گودل اعداد نمودن معين براى شيوه چندين است. معروف گودل»

مͭ�کنيم. بيان است نموده استفاده آن از ناتماميت درباره خود اصلͭ مقاله در ١٩٣١ سال در گودل که

نظر در عدد 10 را ثابت نمادهاى تعداد مͭ�باشند. متغيرها و ثابت نمادهاى شامل مقدماتͭ نمادهاى

(١.١) جدول مطابق مͭ�دهيم. نسبت آنها به گودل اعداد عنوان به را 10 تا 1 اعداد که مͭ�گيريم

∨ به را 2 عدد مͭ�باشد. نقيض گودل عدد 1 که مͭ�گوئيم و مͭ�دهيم نسبت (نقيض) ¬ به را 1 عدد

الͭ�آخر. و مͭ�دهيم نسبت «يا» معنͭ به (فصل)

معنͭ گودل عدد ثابت نمادهاى
نقيض 1 ¬
يا 2 ∨

آنگاه... اگر... 3 →
دارد وجود 4 ∃
مساوى 5 =
صفر 6 0
تالͭ 7 S

راست پرانتز 8 (
چپ پرانتز 9 )

ويرگول 10 ,

ثابت نمادهاى گودل اعداد :١.١ جدول

متغيرهاى و جمله�ايى متغيرهاى فردى، متغيرهاى متغير، نوع سه ثابت، مقدماتͭ نمادهاى بر علاوه

10 از بزرگتر اول عدد ͷی ،... و z ،y ،x فردى متغير هر براى که موجودند منطق در نيز محمولͭ

محمولͭ متغير هر براى و 10 از بزرگتر اول عدد ͷی مربع ،... و r ،q ،p جمله�اى متغير هر براى و

چند گودل اعداد زير جداول مͭ�دهيم. نسبت را 10 از بزرگتر اول عدد ͷی مͺعب ،... و R ،Q ،P

مͭ�دهند. نشان را متغير
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گودل عدد عددى متغيرهاى
11 x
13 y
17 z
... ...

عددى متغيرهاى گودل اعداد :٢.١ جدول

مͭ�باشد. 10 از بزرگتر اول عدد ͷی برابر عددى متغير هر گودل عدد

گودل عدد جمله�اى متغيرهاى
112 p
132 q
172 r
... ...

جمله�اى متغيرهاى گودل اعداد :٣.١ جدول

مͭ�باشد. 10 از بزرگتر اول عدد ͷی مربع برابر جمله�اى متغير هر گودل عدد

گودل عدد محمولͭ متغيرهاى
113 P
133 Q
173 R
... ...

محمولͭ متغيرهاى گودل اعداد :۴.١ جدول

مͭ�باشد. 10 از بزرگتر اول عدد ͷی مͺعب برابر محمولͭ متغير هر گودل عدد



٢٢ مقدماتͬ و پایه مفاهیم .١ فصل

عدد محاسبه براى بͽيريد. نظر در را دارد) تالͭ ͷی y عدد ) «(∃x)(x = Sy)» فرمول حال

حاصل زير دنباله صورت به که مͭ�نويسيم را آن نمادهاى با متناظر گودل اعداد ابتدا فرمول اين گودل

مͭ�شود:

8 4 11 9 8 5 7 13 9

قضيه از استفاده با است بهتر فرمول، به فوق مانند اعداد از مجموعه�اى دادن نسبت بجاى امˁا

کرد) تجزيه اول عوامل به منحصربفرد صورت به مͭ�توان را مرکب صحيح عدد (هر حساب اساسͭ

به فوق فرمول گودل عدد قاعده، اين مطابق که دهيم نسبت منحصربفردى عدد ͷی فرمول هر به

مͭ�آيد. بدست زير صورت

28 × 34 × 511 × 79 × 118 × 135 × 177 × 1913 × 239

پس مͭ�دهيم. نمايش pφq نماد با را φ فرمول گودل عدد پس اين از

. p(∃x)(x = Sy)q = 28 × 34 × 511 × 79 × 118 × 135 × 177 × 1913 × 239

با است برابر فوق قاعده طبق «¬x = 0» فرمول گودل عدد و

. p¬x = 0q = 21 × 311 × 55 × 76 = 475068

اول عدد هر (که نمادها تعداد به اول، عدد چند حاصلضرب که منحصربفرد عدد ͷی مشابه، به�طور

به�طور و مقدماتͭ نمادهاى از متناهͭ دنباله هر به است، مͭ�رسد) متناظر نماد گودل عدد توان به

گودل عدد که شوند ظاهر منطق در نمادهايى است ممͺن داد. نسبت مͭ�توان فرمولͭ هر به خاص،

مͭ�شوند. تعيين شده، تعريف نمادهاى ͷکم به نمادها اين لذا است نشده تعريف نماد آن به متناظر

مͭ�شود: تعريف زير صورت به که است «و» معنͭ به (عطف) «∧» نماد مثال، براى

فرمول گودل عدد همان «p ∧ q» گودل عدد و است «¬(¬p ∨ ¬q)» براى کوتاهنوشتͭ «p ∧ q»

شوند: معرفͭ مͭ�توانند زير تعريف با مختلف نمادهاى مشابهاً، است. «¬(¬p ∨ ¬q)»

فرمول گودل عدد آوردن بدست براى . ... و «SSS0» براى 3 ،«SS0» براى 2 ،«S0» براى 1

عدد و نوشت «¬(SS0 = SSS0)» صورت به تعريفشده فرمولهاى با را آن مͭ�توان ،«¬(2 = 3)»

فرمول�ها از دنباله�اى مͭ�توان همچنين آورد. بدست شده، اظهار قاعده مطابق را فرمول اين گودل

صورت به را φ3 ،φ2 ،φ1 مانند
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2pφ1q × 3pφ2q × 5pφ3q

عدد pφ3q و φ2 فرمول گودل عدد pφ2q ،φ1 فرمول گودل عدد pφ1q آن در که کرد رمزنگارى

براى نيست. گودل عدد ͷی صحيحͭ، عدد هر که است ذکر به لازم البته مͭ�باشد. φ3 فرمول گودل

نماد ͷی گودل عدد نمͭ�تواند بنابراين و است 10 از بزرگتر 100 بͽيريد. نظر در را 100 عدد مثال

عدد مͺعب يا و 10 از بزرگتر اول عدد مربع يا 10 از بزرگتر اول عدد چون و باشد، مقدماتͭ ثابت

اول عوامل به 100 تجزيه با باشد. نمͭ�تواند نيز متغير ͷی گودل عدد پس نيست، 10 از بزرگتر اول

: داشت خواهيم

100 = 22 × 30 × 52

يا متغيرها ثابت، نماد به نمͭ�تواند 100 پس نيست نمادى هيچ گودل عدد صفر که آنجايى از و

نماد آن در که (زبانͭ حساب زبان در نيست. گودل عدد ͷی بنابراين و شود داده نسبت فرمولها

تعبير 1 کردن اضافه عنوان به و مͭ�شود ناميده تالͭ که S موضعͭ ͷی تابع صفر، منزله به 0 ثابت

تعريف هستند، تساوى و ضرب و جمع براى تعابيرى تريب به که = و × ،+ علامتهاى و مͭ�شود

ماشينͭ ديͽر، عبارت به است. محاسبه�پذير يعنͭ است، بازگشتͭ گودل اعداد مجموعه باشند) شده

است. موجود نه، يا است زبان اين در فرمولͭ گودل عدد ،n مانند معينͭ عدد اينکه تصميم�گيرى براى

ω-سازگاری

نشود. حاصل تناقض يك آن از اگر گويند «سازگار» را فرمول�ها از Σ مجموعه يك .١.٢.١ تعریف

اينصورت غير در .Σ ⊢ ¬α هم و Σ ⊢ α هم كه به�طورى نشود يافت α مثل فرمولͭ ديͽر، عبارت به

△ گوئيم. «ناسازگار» را مجموعه

موضعͭ يك تابعͭ نماد S و ثابت نماد 0 كه {0, S} شامل زبان يك در T نظريه .٢.٢.١ تعریف

زير شرط حساب، زبان در φ(x) فرمول هر براى هرگاه نامند ω-سازگار را ،n = SS...S︸ ︷︷ ︸
n−بار

(0) و است

باشد: برقرار

T؛ 0 ∃x¬φ(x) آنگاه T ⊢ φ(n) ،n ∈ N هر براى اگر



٢۴ مقدماتͬ و پایه مفاهیم .١ فصل

كه �طورى به نباشد موجود φ(x) فرمول اگر است ω-سازگار ،T نظريه ديͽر عبارت به

△ .T ⊢ ∃xφ(x) حال عین در و ∀n ∈ N: T ⊢ ¬φ(n)

سازگارى از امˁا مͭ�دهد نتيجه نيز را نظريه آن سازگارى زير، گزاره طبق نظريه يك ω-سازگارى

گرفت. نتيجه را آن ω-سازگارى نمͭ�توان نظريه يك

است. سازگار آنگاه باشد ω-سازگار ،T نظريه اگر .٣.٢.١ گزاره

صورت به را φ(x) فرمول و باشد x آزاد متغير يك شامل فقط B(x) فرمول مͭ�كنيم فرض برهان.

پس مͭ�باشد تناقض يك B(x) ∧ ¬B(x) كه مͭ�دانيم مͭ�گيريم. نظر در φ(x) = B(x) ∧ ¬B(x)

ω-سازگار ،T فرض بنابه چون و ∀n ∈ N: T ⊢ ¬φ(n) بنابراين است. راستگو يك ¬φ(x)

است. سازگار T نظريه بنابراين .T 0 ∃xφ(x)پس است

ثابت(مخالف α و یͷموضعͬ تابعͬ S آن در Lکه = {0, S, α}صورت به Lرا زبان .۴.٢.١ مثال

باشد: شده موضوعͭ اصل زير فرمولهاى با T نظريه مͭ�كنيم فرض و گرفته نظر در است، صفر)

(1) S(x) ̸= 0

(2) S(x) = S(y) −→ x = y

(3) S(α) = α

ثابت فرازبان در t روى استقراء با است، شده تشͺيل S و 0 از فقط كه t ت˼رم هر برای صورت این در

∀n ∈ N: T ⊢ ¬S(n) = n داريم بنابراين ،((2) و (1) از استفاده (با T ⊢ ¬(S(t) = t) كه مͭ�شود

نظريه بنابراین .T ⊢ ∃x(S(x) = x) داشت خواهيم ،S(α) = α يعنͭ ،(3) شرط طبق طرفͭ از و

تعبير Mبا = N ∪ {a} مجموعه زيرا است سازگار T نظريه ديͽر طرف از است، ω-ناسازگار ،T

△ است. T براى مدلͭ αM = a و SM(a) = a و SM(n) = n+ 1 ،n ∈ N هر براى ،0M = 0



٢ فصل

گودل ناتماميت اول قضيه

٢۵



٢۶ گودل ناتماميت اول قضيه .٢ فصل

ناتماميت اول قضيه ١.٢

را رياضͭ دنياى و کرد ثابت را دوم و اول ناتماميت معروف قضاياى گودل کورت ١٩٣١ سال در

شاخه�هاى در سازگار نظريه�اى که مͭ�دهند نشان ناتماميتگودل حقيقتقضاياى در ساخت. متحول

منفͭ پاسخ ͷی که مͭ�شود تصميم�ناپذير گزاره�هاى يافتن به منجر رياضيات از قوى کافͭ اندازه به

مͭ�شود. گرفته نظر در است؟» کامل علمͭ رياضيات «آيا با رابطه در هيلبرت١ مسئله دومين به

طبيعͭ) اعداد حساب براى نظريه ͷی) T نظريه در f : Nk −→ N تابع گوئيم .١.١.٢ تعریف

هر براى که به�طورى باشد موجود T در ψ(x1, ..., xk, y) فرمول ͷی هرگاه است نمايش�پذير

باشيم: داشته (n1, ..., nk) ∈ Nk

T ⊢ ∀y
(
y = f(n1, ..., nk) ←→ ψ(n1, ..., nk, y)

)
T نظريه در را R محمول آنگاه ،R ⊆ Nk يعنͭ باشد N روى kتايى رابطه يك R اگر همچنين

هر براى كه باشد موجود چنان T زبان در ψ(x1, ..., xk) مانند فرمولͭ هرگاه گوئيم نمايش�پذير

،(n1, ..., nk) ∈ Nk

N |= R(n1, ...nk) =⇒ T ⊢ ψ(n1, ..., nk)

.N |= ¬R(n1, ...nk) =⇒ T ⊢ ¬ψ(n1, ..., nk)

△ است. n = SS...S︸ ︷︷ ︸
n−بار

(0) ترم برابر n ∈ N براى n آن در که

كافͭ اندازه به نظريه باشند، نمايش�پذير بازگشتͭ، توابع تمامͭ آن در كه را نظريه�اى .٢.١.٢ تعریف

△ گويند. غنͭ

است طبيعͭ اعداد مورد در نظريه�ايى هر شده، ذکر بالا در که غنͭ کافͭ اندازه به نظريه از منظور

خود ناتماميت اول قضيه خود معروف مقاله در گودل باشند. نمايش�پذير بازگشتͭ، توابع آن در که

است: کرده بيان زير صورت به را

١D. Hilbert



٢٧ گودل ناتماميت اول قضيه .٢ فصل

مانند غنͭ کافͭ اندازه به رياضͭ سازگار نظريه هر براى گودل): ناتماميت اول (قضيه .٣.١.٢ قضیه

براى ديͽر، عبارتͭ به آن. نقيض نه و است اثبات�پذير خودش نه که دارد وجود جمله�اى ،PA يا ZFC

است درست که دارد وجود جمله�اى ،PA يا ZFC مانند غنͭ کافͭ اندازه به رياضͭ سازگار نظريه هر

نيست. اثبات�پذير ولͭ

جوهر واقع در است. دروغگو پارادوکس بر مبتنͭ ناتماميت اول قضيه براى گودل اصلͭ اثبات

عبارت بود. شده شناخته باستان يونان زمان از استکه پارادوکسدروغگو همان گودل تاريخͭ قضيه

حͺم گودل مͭ�باشد. نادرست نه و درست نه جمله اين بͽيريد. نظر در را است» نادرست جمله «اين

در حͺم اين که داده نشان صورى زبان ͷی به آن ترجمه با و کرده مطرح را ندارد» اثباتͭ ادعا «اين

داد نشان او ديͽر، عبارت به شود. بيان مͭ�تواند باشد، مقدماتͭ حساب تعبير به قادر که نظريه هر

و طبيعͭ اعداد درباره بتوان زبان آن از استفاده با که به�طورى باشيم داشته صورى زبان ͷی اگر که

ترجمه زبان اين به را ندارد» اثباتͭ ادعا «اين عبارت مͭ�توان آنگاه کرد ضربصحبت و جمع اعمال

شامل خودبخود دهد پوشش را رياضيات کل بخواهد که صورى دستگاه هر که اين به توجه با کرد.

اثباتͭ ادعا «اين عبارت صورى ترجمه پس بود، خواهد آن به مربوط بازگشتͭ اعمال و طبيعͭ اعداد

است، نادرست آن پس باشد اثبات قابل حͺم اگر بود. خواهد دستگاه آن گزاره�هاى از ͭͺی ندارد»

درست مͭ�بايست باشد اثبات قابل که حͺمͭ هر صحيح و سازگار نظريه ͷی در که آنجايى از امˁا

لذا نيست. اثبات قابل حͺم آنگاه باشد، صحيح و سازگار نظريه اگر که مͭ�گيريم نتيجه پس باشد،

حͺم ͷی از نمونه�اى نظريه، بودن صحيح و سازگار درصورت بنابراين است. درست واقع در حͺم

بودن خودارجاعͭ ناتماميت اول قضيه براى گودل اصلͭ اثبات سختͭ داريم. را اثبات�ناپذير درست

قطرى�سازى لم بايد گودل برهان بيان براى است. ندارد» اثباتͭ ادعا «اين عبارت قطرى�سازى) (يا

اعداد از خاص صورى نظريه�هاى در خودارجاع جملات وجود قطرى�سازى لم واقع در کنيم، بيان را

توابع همه نمايش براى قوى کافͭ اندازه به که نظريه�هايى به�خصوص مͭ�کند؛ تصديق را طبيعͭ

در را آنها نمايش�پذيرى گودل که محمول�هايى و توابع ابتدا منظور اين براى هستند. محاسبه�پذير

مͭ�کنيم: مطرح را است داده نشان T نظريه

است». y گودل عدد با فرمولͭ براى T نظريه در اثبات ͷی گودل عدد x» معنͭ به proofT (x, y) •

آنگاه باشد، y آزاد متغير تنها �A(y)با مانند فرمول ͷی گودل عدد x «اگر که معنͭ اين به diag(x) •



٢٨ گودل ناتماميت اول قضيه .٢ فصل

عدد با A آزاد متغير جايͽزينͭ از که فرمولͭ (يعنͭ مͭ�باشد» A(pAq) فرمول گودل عدد diag(x)

مͭ�آيد). دست به A خود گودل

y گودل عدد با «فرمول معنͭ به provableT (y) محمول مͭ�توان proofT (x, y) محمول ͷکم با •

صورت به را است» اثبات قابل T در

provableT (y) ≡ ∃x(proofT (x, y))

کرد. تعريف

آن در كه نوشت ∃x1, ..., xn A(x1, ..., xn) صورت به را آن بتوان كه فرمولͭ .۴.١.٢ تعریف

شͺل به (سورهاى�كراندار گويند. فرمول Σ1 را است كراندار سورهاى با فرمول يك A(x1, ..., xn)

△ مͭ�باشند.) ∃x 6 t.... يعنͭ ∃x(x 6 t ∧ ...) يا ∀x 6 t... يعنͭ ∀x(x 6 t→ ...)

:[٣] و [١۵] ، [١٨] مͭ�پذيريم اثبات بدون پايان�نامه اين در را زير قضاياى

N |= σ =⇒ PA ⊢ σ :(σ فرمول Σ1 هر (براى تماميت Σ1 •

PA ⊢ φ =⇒ PA ⊢ provablePA(pφq) :(N) لزوم قاعده •

PA ⊢
(
provablePA(pφ → ψq) −→

[
provablePA(pφq) → provablePA(pψq)

])
:(K) قاعده •

PA ⊢ σ −→ provablePA(pσq) :(σ فرمول Σ1 هر (براى صورى تماميت Σ1 •

PA ⊢ provablePA(pφq) −→ provablePA
(
pprovablePA(pφq)q

)
:(4) قاعده •



٢٩ گودل ناتماميت اول قضيه .٢ فصل

محمول در كه مͭ�باشند هيلبرت-بِر˂ن˼ͭ شده شناخته شرط سه (4) و (N) ،(K) قواعد واقع در

مͭ�كنند. ارايه ناتماميت قضاياى اثبات براى را كافͭ شرايط نظريه، يك در اثبات�پذيرى

یͷجمله باشد، y آزاد متغير ͷی شامل فقط B(y)که فرمول هر براى قطرى�سازى): (لم .۵.١.٢ لم

که: طورى به دارد وجود G

T ⊢ G←→ B(pGq)

اگر ،m,n ∈ N هر برای پس باشد. diag(x) تابع دهنده نمایش� φ(x1, x2) مͬ�کنیم فرض برهان.

برابر را F (x) فرمول حال .T ⊢ ∀y(φ(n, y)←→ y = m) آنگاه diag(n) = m

∃y(φ(x, y) ∧B(y))

فرمول برابر G و باشد F (x) فرمول گودل عدد pFq مͬ�کنیم فرض و مͬ�گیریم نظر در

∃x
[
x = pFq ∧ ∃y

(
φ(x, y) ∧B(y)

)]
یا F (pFq) معادل منطقͬ به�طور و ∃x

(
x = pFq ∧ F (x)

)
فرمول برابر G بنابراین باشد.

∃y
(
φ(pFq, y) ∧B(y)

)
مͬ�شود نتیجه آنگاه ،B(pGq) اگر چون مͬ�باشد ما نظر مورد فرمول همان G است.

∃y
(
φ(pFq, y) ∧B(y)

)
مͬ�شود: نتیجه ∃y

(
φ(pFq, y) ∧B(y)

)
از آنگاه ،G اگر است؛ G فرمول همان این و

φ(pFq, pGq) ∧B(pGq)

.B(pGq) نتیجه در و (T ⊢ ∀y
[
φ(pFq, y)←→ y = pGq

]
(چون

دست Gبه مانند گزاره�اى ببريم، کار به ¬provableT (x) محمول براى را قطرى�سازى لم اگر حال

که: طورى به مͭ�آيد

T ⊢ G←→ ¬provableT (pGq)(١.٢)

اثبات گودل عدد و نباشد موجود Gاثبات گودل عدد اگر تنها و اگر است اثبات�پذير T در G يعنͭ

قضيه که است گزاره�ايى همان اين و نباشد؛ اثبات قابل T در G اگر تنها و اگر نيست موجود G



٣٠ گودل ناتماميت اول قضيه .٢ فصل

جمله T آنگاه باشد سازگار نظريه ͷی T اگر که مͭ�دهد نشان گودل اثبات مͭ�کند. ثابت را گودل

نيز (¬G) گودل نقيضجمله که مͭ�دهد نشان ديͽر طرف از ولͭ کند اثبات نمͭ�تواند را (G) گودل

نيز را ω−سازگارى قوى شرط بلͺه سازگارى شرط تنها نه است لازم اثبات براى است. اثبات�ناپذير

کنيم. اضافه نظريه خواص به

کافͭ اندازه به ω-سازگار نظريه ͷی T فرضمͭ�کنيم گودل)(٣.١.٢). ناتماميت اول (قضيه برهان.

و T 0 G که مͭ�کنيم ثابت حال مͭ�گيريم. نظر در را فوق لم در شده �معرفͭ G گزاره و باشد غنͭ

.T 0 ¬G

که مͭ�شود نتيجه (١.٢) رابطه از استفاده با آنگاه ⊢ G T▹

T ⊢ ¬provableT (pGq)(٢.٢)

كه مͭ�گيريم نتيجه T ⊢ G از هيلبرت-بِر˂ن˼ͭ (N) شرط بنابه ولͭ

T ⊢ provableT (pGq)

.T 0 G بنابراين است. تناقض در (٢.٢) رابطه با که

که مͭ�شود نتيجه (١.٢) رابطه بنابه آنگاه ⊢ ¬G T▹

T ⊢ provableT (pGq) ≡ ∃z
(
proofT (z, pGq)

)
که است موجود nاى كه مͭ�شود نتيجه است سازگار −ω ،T نظريه اينکه فرض با حال

T 0 ¬proofT (n, pGq)

است درست proofT (n, pGq)پس نبوده، درست است Σ1 فرمولͭ كه ¬proofT (n, pGq) نتيجه در

سازگارى با اين و T ⊢ ¬Gفرض بنابه طرفͭ از و T ⊢ Gپس دارد، وجود T در G براى اثباتͭ يعنͭ

.T 0 ¬G بنابراين است. تناقض در T

اصلͭ اثبات مشابه که داد ارايه ناتماميت اول قضيه براى اثباتͭ راس˼ر٢ بارکلͭ ١٩٣۶ سال در

که کرد تعريف طورى را proofT (x, y) فرمول مͭ�توان که داده نشان او که تفاوت اين با است گودل

٢J. B. Rosser



٣١ گودل ناتماميت اول قضيه .٢ فصل

اصلͭ اثبات در مͭ�شود. شناخته راس˼ر» ͷَک͑ل» عنوان تحت که نباشد، نيازى ω−سازگارى شرط به

از راس˼ر ͷَک͑ل حالیͺه در شده، استفاده نيست» اثبات�پذير جمله «اين شده صورى جمله از گودل

استفاده است» موجود نقيضآن براى کوتاه اثبات ͷی است، اثبات�پذير جمله اين «اگر صورى جمله

گودل جمله جايͽزين مͭ�تواند که کرد بيان را متفاوت خودارجاعͭ جمله ͷی راس˼ر است. کرده

فرمول راس˼ر واقع در مͭ�کند. برطرف را نظريه ω−سازگارى فرض به نياز که باشد گودل اثبات در

کرد: بيان زير يافته تعديل شͺل به را proofT (x, y)

RproofT (x, y) ≡ proofT (x, y) ∧ ¬∃z 6 x
[
proofT (z, p¬Gq)]

پس

¬RproofT (x, y) ≡ proofT (x, y) −→ ∃z 6 x
[
proofT (z, p¬Gq)

]
داشت: خواهيم همچنين و

RprovableT (y) ≡ ∃xRproofT (x, y)

که به�طورى اثباتاست قابل y گودل عدد با فرمول اينکه براى است ادعايى RprovableT (y) واقع، در

نظريه سازگارى بنابه نباشد. موجود y گودل عدد با فرمول نقيض̞ از اثباتͭ براى كوچͺترى گودل عدد

provableT (pφq) اگر تنها و اگر بود خواهد برقرار RprovableT (pφq) فرمول φ فرمول هر براى ،T

که به�طورى باشد فرمول ͷی R مͭ�کنيم فرض قطرى�سازى لم از استفاده با باشد. برقرار

T ⊢ R←→ ¬RprovableT (pRq)(٣.٢)

است. T نظريه راس˼ر جمله R فرمول

�R و باشد غنͭ کافͭ اندازه به و سازگار نظريه ͷی T مͭ�کنيم فرض راس˼ر): (قضيه .۶.١.٢ قضیه

برقرارند: زير شرط دو آنگاه باشد. راس˼ر جمله ͷی

(١) T 0 R.

(٢) T 0 ¬R.
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.T ⊢ R مͭ�کنيم فرض است. ناتماميت قضيه اولين براى گودل اثبات همانند (١) اثبات برهان.

داشت خواهيم هيلبرت-بِر˂ن˼ͭ (N) شرط طبق پس

T ⊢ RprovableT (pRq)

(٣.٢) رابطه طبق طرفͭ از و

T ⊢ R←→ ¬RprovableT (pRq)

.T 0 Rپس است، تناقض در T نظريه سازگارى با اين و

T در ¬R فرمول اثبات گودل عدد n ∈ N و T ⊢ ¬R که مͭ�کنيم فرض ،(٢) اثبات براى حال

RproofT (n, p¬Rq) حال ندارد. وجود T در R فرمول براى اثباتͭ پس است سازگار T چون باشد.

T اينکه فرض ندارد). وجود باشد ¬¬R فرمول اثبات گودل عدد z که z < n (زيرا است. برقرار

که مͭ�کند تضمين است غنͭ کافͭ اندازه به

T ⊢ ∀x
[
n 6 x −→ ∃z 6 x

(
proofT (z, p¬Rq)

)]
است) طبيعͭ عدد ͷی n که حقيقت اين و سازگارى فرض از استفاده (با و

N |= ¬∃x < n
[
proofT (x, pRq)

]
پس proofT (x, pRq) −→ n 6 x اخير، فرمول بنابه

T ⊢ ∀x
[
proofT (x, pRq) −→ ∃z 6 x proofT (z, p¬Rq)

]
و است سازگار T که کرده�ايم فرض چون است تناقض اين و است T ⊢ R معادل فرمول اين امˁا

.T 0 ¬R داشت خواهيم T سازگارى فرض با پس .T ⊢ ¬R

مقاله در گودل که همچنان شده�اند. ارايه گودل ناتماميت اول قضيه براى متعددى اثبات�هاى

پارادوکس نظير پارادوکس�ها ديͽر از مͭ�توان دروغگو پارادوکس جاى به مͭ�کند، اشاره خود اصلͭ

رياضيدانان) (نه فيلسوفان ديدگاه از گودل، استدلال مانند استدلال�هايى درستͭ جست. بهره بِرى

ارجاع (بدون قضيه اثبات گودل، ادعاى از حمايت براى تلاش اولين و است بوده سوال مورد اغلب

است. شده باب اخيراً ديͽر پارادوکس�هاى از استفاده با قطرى�سازى) به
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شايتين ناتماميت ٢.٢

که مͭ�باشد بِرى پارادوکس بر مبتنͭ شده ارايه ناتماميت اول قضيه براى شايتين٣ توسط که اثباتͭ

پیچیدگͬ مفهوم از بِرى، پارادوکس کردن صورى براى شايتين است. معروف شايتين ناتماميت به

حالتهای تعداد برابر sدودویی متناهͬ Kدنباله ′(s)حالت پیچیدگͬ است. کرده کولموگروفاستفاده

داده�هاست. پیچیدگͬ از مفهومͬ این مͬ�کند. توليد را s که است نواره تورینگسه ماشین کوچͺترین

تعریفماشین طبق زیرا دارد. حالتوجود n با نواره تورینگسه ماشین (6n)3n که باشید داشته توجه

داريم: زير مطابق را τ جزئͭ تابع تورینگ،

τ : Q× (Σ ∪ {B}) −→ Q× (Σ ∪ {B})×D

D و {0, 1} نمادها از متناهͬ مجموعه Σ و عضو) n تعداد (به حالات مجموعه Q آن در که

چپ، به حرکت عملͽر 6 از 6 ضریب واقع در است. راست به حرکت چپ، به حرکت عملͽرهای

تعداد فقط پس، مͬ�شود. ناشͬ کردن پاک و صفر نوشتن ،ͷی نوشتن توقف، راست، به حرکت

هستند شده داده nحالت پیچیدگͬ دارای که دارند وجود s متناهͬ طول با دودویی دنباله�های متناهͬ

خواهد خاصیت این دارای T سازگار صوری نظریه هر مͬ�کنند. صدق K ′(s) = n معادله در یعنͬ

روش�های آنکه مͽر است»، درست n < K ′(s) آنگاه باشد اثبات�پذیر T در n < K ′(s) «اگر که بود

ماشین ͷی آن�گاه نباشد درست n < K ′(s) اگر زیرا باشند. ضعیف بسیار بسیار T نظریه در استنتاج

اجرای با است، متناهͬ محاسبات این چون و مͬ�کند محاسبه را s که دارد وجود نواره سه تورینگ

را s تورینگ ماشین آن یعنͬ مͬ�کند کار درست آن که کند ثابت مͬ�تواند T آن، مرحله به مرحله

مͬ�کند. ثابت را K ′(s) 6 nپس مͬ�کند، محاسبه

داريم (K ′(s) 6 n بودن جمله Σ1 و T بودن كامل Σ1 (از دیͽر عبارت به

N |= K ′(s) 6 n +3 T ⊢ K ′(s) 6 n

که مͬ�کنیم ثابت حال

N |= n < K ′(s) / +3 T ⊢ n < K ′(s)

٣G. Chaitin
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دنباله هیچ برای که به�طوری است موجود n ثابت T سازگار صوری نظریه هر برای .١.٢.٢ قضیه

t دودويى دنباله n هر براى چون و نيست اثبات قابل T در n < K ′(s) جمله ،s دودویى متناهͬ

نيست. اثبات�پذير T در ولͭ درست n < K ′(t) جمله پس N |= n < K ′(t) كه است موجود

دنباله ͷی حداقل شده داده n ∈ N طبيعͭ عدد هر براى که خلف) (فرض مͬ�کنیم فرض برهان.

n < K ′(s) یعنͬ است، T در قضیه ͷی n < K ′(s) که به�طوری است موجود s دودویی متناهͬ

موجود حالت (⌈logn2 ⌉+ cT ) با نواره سه تورینگ ماشین که مͭ�دهيم نشان است. T در اثبات قابل

cT ثابت مͬ�کند. محاسبه را مͬ�کند صدق n < K ′(s) در که s دودویی متناهͬ دنباله که است

است: زیر شرح به تورینگ ماشین این ساختار دارد. بستگͬ T به تنها و است n از مستقل

cT و مͬ�کنند نمادگذاری دودویی صورت به تورینگ ماشین نوار روی را n عدد حالت، ⌈logn2 ⌉ ابتدا

مجموعه پس است صوری نظریه ͷی T که آنجایی از مͬ�دهند. انجام را زیر کار باقیمانده حالت

مͬ�کند لیست را T اصول که است موجود تورینگ ماشین ͷی پس است. کارآمد شمارای T اصول

در cT را تورینگ ماشین این حالت�های تعداد مͬ�کند. لیست را T قضایای دیͽری تورینگ ماشین و

دودویی صورت به ماشین (الفبای الفباء حروف از متناهͬ رشته هر ماشین، اين پس مͬ�گیریم. نظر

یا است اثبات ͷی دستورالعمل که مͬ�کند بررسͬ و مͬ�گیرد نظر در را T صوری نظریه از است)

قضیه همان که مͬ�دهد خروجͬ را عضو آخرین ماشین آن�گاه باشد اثبات ͷی العمل دستور اگر نه،

شده، تولید قضیه هر همچنین و مͬ�کند تولید را T در اثبات�پذیر قضیه هر ماشین، پس مͬ�شود.

اولین با شدن مواجه از پس �شود. بررسͬ مͬ�تواند است، n < K ′(s) شͺل به که این لحاظ از

تورینگ ماشین توسط که را s دودویی متناهͬ دنباله است، n < K ′(s) صورت به که قضیه�ایی

مͬ�کند. تولید را s حالت، ⌈logn2 ⌉ + cT تعداد با تورینگ ماشین مͬ�کند. فراهم را مͬ�شود محاسبه

زیرا است تناقض این و n؛ < ⌈logn2 ⌉ + cT مͬ�دهد نتیجه که ،n < K ′(s) 6 ⌈logn2 ⌉ + cT پس

m > 5 روى استقراء به كه داريم توجه است. برقرار بزرگ کافͬ اندازه به �nهای برای n > ⌊logn2 ⌋

داد نشان n روى استقراء به مͭ�توان n > max{5, a} براى نيز و 2m؛ > m2 كه داد نشان مͭ�توان

داريم استقراء فرض با زيرا 2n > n.a كه

2n+1 = 2n.2 > n.a.2 = n.a+ n.a > n.a+ a = (n+ 1).a

تناقض و n > ⌈logn2 ⌉ + cT بنابراين 2n > n.2cT+1 داريم n > max{5, 2cT+1} = nT براى پس
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اثبات قابل T در ،s دودویی متناهͬ دنباله هیچ برای n < K ′(s)پس مͭ�شود. حاصل شده خواسته

شود. اثبات T در نمͬ�تواند ،n > nT صورت در n < K ′(s) که مͬ�گیریم نتیجه نيست.

مͬ�توان زیرا است بِری پارادوکس مشابه روش این

نیست» توصیف قابل کاراکتر 10000000 از کمتر در طبیعͬ عدد «کوچͺترین

کرد: بازنویسͬ زیر شرح به را

یا حالت n با تورینگ ماشین ͷی توسط نمͬ�تواند s که حقیقت این برهان اولین با s متناهͬ «دنباله

است». s از حالت (logn2 + cT ) تعداد با توصيف ͷی شود، توصیف کمتر

اثبات را ناتماميت اول قضيه معنايى نسخه بِرى، پارادوکس بيان با نيز بولوس۴ ج. ،١٩٩٨ سال در

اندازه به نظريه�هاى در امˁا هستند درست که دارند وجود حسابى جملاتͭ اينكه دادن نشان با کرد،

الͽوريتمͭ که مͭ�کند بيان چنين را ناتماميت اول بولوسقضيه واقع در نيستند. اثبات قابل قوى کافͭ

منظور ندارد. وجود نباشد، نادرستͭ هيچ شامل و باشد درست جملات همه شامل آن خروجͭ که

ͷی مثال به�طور است. معمول نوع از (ͭͺانیͺم موثر، ،ͷاتوماتی) محاسباتͭ روند ͷی الͽوريتم از

يا ثبت ماشين تورينگ، ماشين ͷی يا و ... ،LISP ،BASIC ،C مانند زبانͭ در کامپيوترى برنامه

ديͽر دليلͭ بِرى پارادوکس مبناى بر ناتماميت اول قضيه اثبات با بولوس واقع در مارکوف. الͽوريتم
کیͺوچ۵ͭ .[٢٣] و [٢] مراجع به شود رجوع مͭ�دهد؛ ارايه را الͽوريتم�ها ناتماميت براى متفاوت و

براى را اول ناتماميت قضيه نحوى صورت کردن)، (ک͒د نام�گذارى براى بولوس روش اصلاح با

اثبات�هاى همچنين .[١٠] مرجع به شود رجوع آورد، دست به پئانو حساب از مناسبى توسيع�هاى

ببينيد. را [٢٠] و [١٢] مراجع شده�اند، شناخته ناتماميت اول قضيه براى ديͽرى

۴G. Boolos
۵M. Kikuchi
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ناتماميت اول قضيه و توقف مسئله ٣.٢

با رابطه در کامل صورت به نمͭ�تواند حساب علم که مͭ�دهد نشان گودل ناتماميت اول قضيه

صورت به نمͭ�توانند کامپيوترها که مͭ�دهد نشان توقف مساله کند. صحبت خودش اثبات�پذيرى

بى�پايان) (دور بى�نهايت حلقه در يا نمود خواهد توقف که کامپيوترى خاصيت با ارتباط در کامل

.[٢۴] کنند بحث افتاد خواهد

يك و تورينگ ماشين يك با كه ندارد وجود الͽوريتمͭ توقف): مسئله (حل�ناپذيرى .١.٣.٢ قضیه

نه. يا مͭ�شود متوقف ورودى اين با ماشين كه كند تعيين ماشين ورودى عنوان به عددطبيعͭ

مͭ�توان آورد. دست به ناتماميتگودل اول قضيه براى اثباتͭ توقفمͭ�توان مسئله حل�ناپذيرى از

به گزاره�ها تمام پس نمايش�پذيراند، مشابه نظريه هر يا ZFC در محاسبه�پذير توابع همه که داد نشان

متوقف n ورودى با M «ماشين يا و مͭ�شود» متوقف بالاخره n ورودى با M «ماشين صورت

M «ماشين فرم به درست گزاره هر مͭ�تواند حساب نظريه ͷی بيان�اند. قابل آن زبان در نمͭ�شود»

n ورودى با M «ماشين نوع از گزاره�هايى ولͭ کند ثابت را مͭ�شود» متوقف بالاخره n ورودى با

نيست. آنها اثبات به قادر نظريه ولͭ هستند درست که دارند وجود نمͭ�شود» متوقف

نمͭ�شود» متوقف n ورودى Mبا «ماشين فرم به گزاره�اى حساب، براى نظريه هر در .٢.٣.٢ قضیه

است. اثبات قابل غير ولͭ است درست که دارد وجود

اثبات قابل نظريه در نمͭ�شود» متوقف n ورودى �Mبا «ماشين صورت به گزاره�هاى همه اگر برهان.

قضاياى نظريه، قضاياى مجموعه در دستمͭ�آمد: توقفبه مسئله براىحل الͽوريتم ͷی آنگاه بودند

n ورودى با M «ماشين گزاره�هاى از ͭͺی اثبات به سرانجام و مͭ�كرديم جستجو را فوق شͺل به

گزاره دو اين (چون مͭ�رسيديم متوقفمͭ�شود» بالاخره nورودى Mبا «ماشين يا نمͭ�شود» متوقف

M ماشين که مͭ�شد مشخص طريق اين به و است) درست حتماً آنها از ͭͺی نتيجه در و متناقضند

است. توقف مسئله حل�ناپذيرى با متناقض اين و نه. يا مͭ�شود متوقف n ورودى با
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گودل ناتماميت دوم قضيه

٣٧
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ناتماميت دوم قضيه ١.٣

را رياضͭ استدلال شيوه�هاى کاربرد محض، صورى شͺل به منطق ترجمه خصوص در فرگه١ ابداع

صورى�سازى در هيلبرت بنيادى گام مͭ�ساخت. ممͺن منطقͭ نظريه�هاى صورى ساختارهاى براى

است. کاربردى چنين متضمن آنها، سازگارى اثبات و موضوعه اصول تعدادى اساس بر منطق کامل

وسيله به حقيقͭ، آناليز همچون پيچيده�تر، نظريه�هاى سازگارى اثبات خصوص در هيلبرت پيشنهاد

کاسته فرو مقدماتͭ حساب به رياضيات همه سازگارى سرانجام و مͭ�شود انجام ساده�تر نظريه�هاى

بر که چرا نمͭ�دهد، را آن اجازه گودل ناتماميت دوم قضيه که است چيزى همان اين امˁا مͭ�شود.

در نمͭ�تواند اولͭ طريق به پس کند، اثبات را خودش سازگارى نمͭ�تواند مقدماتͭ حساب آن اساس

گيرد. قرار استفاده مورد قوى�تر نظريه�هاى سازگارى اثبات

است: آفرين�تر مشͺل رياضيات مبانͭ براى شد، گفته که چنان ناتماميت دوم قضيه از ذيل تفسير

ناسازگار نظريه آن آنگاه کند، اثبات نظريه خود درون در را خود سازگارى بتواند نظريه�ايى «اگر

مجموعه�ها نظريه در مͭ�تواند طبيعͭ اعداد براى پئانو موضوعه اصول سازگارى مثال براى است».

دوم مسئله به منفͭ پاسخͭ واقع در اين نمͭ�تواند. تنهايى به طبيعͭ اعداد نظريه در امˁا شود، اثبات

مͭ�شود. محسوب هيلبرت

٢T اصول از غنͬ کافͭ اندازه به صورى نظريه هر براى گودل): ناتماميت دوم (قضيه .١.١.٣ قضیه

داشت: ]خواهيم
T ⊢ Con(T )

]
⇐⇒

[
است ناسازگار T

]
مͭ�باشد.) سازگارى معناى به «Consistency» کلمه از بخشͭ Con اينجا (در

در که ناتماميت اول قضيه براى گودل اصلͭ اثبات از مستقيم به�طور ناتماميت دوم قضيه برهان.

نشان و کرده بيان را ندارد» اثباتͭ ادعا «اين حͺم گودل مͭ�شود. نتيجه کرديم، بيان را آن قبل فصل

نظريه درون در ولͭ است، درست (N (در حͺم این نظريه، بودن سازگار صورت در که، است داده

١G. Ferege

در اثباتͭ هر بخصوص و رياضͭ اثبات هر بنابراين مͭ�گيريم. نظر در PA را �T نظريه سادگͭ براى پايان�نامه اين ٢در

است. آمده بدست T نظريه داخل در پايان�نامه، اين
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اندازه به نظريه هر داخل در مͭ�تواند ادعا اين بودن درست اثبات که آنجايى از نيست. اثبات�پذير

داخل در بتواند نيز نظريه سازگارى اگر پس آيد، دست به ZFC يا (PA) پئانو حساب مانند قوى کافͭ

که شود، اثبات نظريه داخل در مͭ�تواند ندارد» اثباتͭ ادعا «اين عبارت آنگاه باشد، شده اثبات نظريه

را T نظريه سازگارى «GT » گودل جمله درستͭ براى که آن�جا از ديͽر، عبارت به است. تناقض ͷی

دهيم. نمايش Con(T ) −→ GT با را نظريه اين توسط شده اثبات جمله مͭ�توانيم گرفتيم، مفروض

وضع قاعده اعمال با آنگاه T؛ ⊢ Con(T ) يعنͭ باشد، اثبات�پذير �T در Con(T ) که مͭ�کنيم فرض

اول قضيه طبق حالیͺه در .T ⊢ GT يعنͭ باشد، اثبات�پذير T در مͭ�بايست نيز GT ،(MP) مقدم

.T 0 Con(T پس( (تناقض)؛ نيست اثبات�پذير T در GT ناتماميت

اين آنگاه بͽيريم، نظر در را است) ͷی عدد تالͭ (صفر، 0 = S(1) عبارت اگر مثال، عنوان به

اين بتوانيم اگر پس نيست. عددى هيچ تالͭ صفر مͭ�گويد: که است موضوعͭ اصل با تناقض در

باشيم، داشته ناسازگارى دستگاه اگر و داشت خواهيم ناسازگارى دستگاه آنگاه کنيم، ثابت را فرمول

نظريه ناسازگارى با معادل فرمول اين اثبات�پذيرى بنابراين، کنيم. ثابت را فرمول اين مͭ�توانيم آنگاه

کافͭ خود سازگارى اثبات براى حساب دستگاه که مͭ�کند بيان ناتماميت دوم قضيه واقع در است.

کل سازگارى که نمͭ�ماند اميدى بنابراين دارد. را نقص اين نيز حساب از توسيعͭ هر البته و نيست

وجود اين اميد گودل، کار از قبل امˁا کرد. ثابت رياضيات کل براى صورى دستگاهͭ با را رياضيات

مجموعه�ها نظريه موضوع اصول از ضعيفترى فرضهاى از را Con(T ) اثبات�پذيرى مͭ�توان که داشت

مͽر نيست؛ اثبات قابل T نظريه زير هيچ در Con(T ) که مͭ�بينيم حاضر حال در امˁا آورد، دست به

باشد. ناسازگار T اينکه

نمͭ�شود. ناتماميتنتيجه اول بولوسبراىقضيه و اثباتهاىشايتين از ناتماميت دوم قضيه حال، اين با

اثباتͭ هيچ که (N (در درست حͺم ͷی وجود تنها صريح، مثال ͷی ارايه بدون اثبات�ها اين که چرا

مͭ�دهند. نشان را ندارد
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ناتماميت دوم قضيه براى جديد اثباتͭ ٢.٣

در شده مطرح اثبات که شده�اند ارايه گودل ناتماميت دوم قضيه براى متفاوت و جديد اثبات چندين

و کريچمن٣ توسط که اثباتͭ بررسͭ به بخش اين در واقع در آنهاست. جديدترين از ͭͺی بخش اين

پارادوکس مشابه استدلالͭ و شايتين ناتماميت �بر مبتنͭ ناتماميت دوم قضيه براى ([١۴] (مرجع راز۴

براى منطقͭ قبول قابل حل راه اولين مͭ�تواند اثبات اين مͭ�پردازيم. است، شده ارايه ناگهانͭ آزمون

از مختصرتر به را ناتماميت اول قضيه براى شايتين اثبات ابتدا باشد. ناگهانͭ آزمون پارادوکس حل

مͭ�کنيم. تکرار کرديم، بيان قبل فصل در اصلͭ اثبات در که آنچه

خروجͭ که کامپيوترى برنامه کوتاهترين (بيت) طول ،xصحيح عدد کولموگروفK(x)از پيچيدگͭ

ثابت برنامه�نويسͭ زبان ͷی در K(x) تعريف است. شده تعريف مͭ�شود) متوقف (و است x آن

مͭ�توان را K(x) جهانͭ، تورينگ ماشين ͷی گرفتن نظر در با است. C يا پاسͺال ،LISP همچون

کافͭ اندازه به رياضͭ سازگار نظريه هر براى که مͭ�دارد بيان شايتين ناتماميت قضيه نمود. تعريف

که برنامه�نويسͭ زبان و نظريه به (وابسته است موجود n بزرگ کافͭ اندازه به صحيح عدد غنͬ،

حͺم ،x صحيح عدد هر براى که به�طورى است) شده استفاده کولموگروف پيچيدگͭ تعريف در

زير شرح به شايتين توسط شده ارايه اثبات شود. اثبات نمͭ�تواند نظريه داخل در «n < K(x)»

است:

(فرضخلف) فرضمͭ�کنيم همچنين باشد، بزرگ کافͭ اندازه به صحيح عدد ͷی n فرضمͭ�کنيم

براى اثبات اولين را w باشد. موجود اثباتͭ است، صحيحͭ عدد x که «n < K(x)» حͺم براى که

صحيح عدد کوچͺترين z که مͭ�کنيم فرض مͭ�گيريم. نظر در «n < K(x)» صورت به حͺمͭ

که کامپيوترى برنامه ͷی مͭ�توان آسانͭ به مͭ�کند. اثبات را n < K(x) ،w که به�طورى باشد x

کرد: بيان زير شرح به مͭ�دهد را z خروجͭ

صورت به حͺمͭ که wاى اولين براى و مͭ�شمارد ͭͺي ͭͺي را w ممͺن اثباتهاى تمام برنامه

برابر برنامه اين طول مͭ�شود. متوقف و مͭ�دهد را x خروجͭ مͭ�کند، اثبات را «n < K(x)»

٣Sh. Kritchman
۴R. Raz



۴١ گودل ناتماميت دوم قضيه .٣ فصل

باشد، بزرگ کافͭ اندازه به n اگر بنابراين، است. ثابت ͷي c آن در که مͭ�باشد c + log(n)

اثبات ͷي w که آنجايى از .(K(z) < n) يعنͭ است؛ n از کوچͺتر ،w کولموگروف پيچيدگͭ

است. ناسازگار نظريه که مͭ�گيريم نتيجه است)، نادرستͭ حͺم ͷي (که است «n < K(z)» براى

n مساوى يا (کوچͺتر بيت n حداكثر طول از کامپيوترى برنامه�هاى تعداد که باشيد داشته توجه

،n صحيح عدد هر براى اين�رو از .20+21+ ...+2n−1+2n = 2n+1 زيرا است، 2n+1 برابر بيت)

حͺم ،x صحيح عدد اين براى .n < K(x) که به�طورى است موجود 0 6 x 6 2n+1 صحيح عدد

ندارد. اثباتͭ که است درستͭ حͺم ͷي (N (در «n < K(x)»

آزمون پارادوکس کرديم، بيان ١ فصل در که همان�طور مͭ�پردازيم. جديد اثبات بررسͭ به حال

بود. باقͭ نشده حل مدتها تا و است گرديده فلاسفه بين بسيارى جدلهاى و بحث موجب ناگهانͭ

منجر گودل ناتماميت دوم قضيه براى برهان ͷي به پارادوکس�نما استدلال نوع اين پايان�نامه، اين در

ناتماميت قضيه در شده بیان صحيح عدد n و غنͭ کافͭ اندازه به يͷنظريه T فرضمͭ�کنيم مͭ�شود.

T نظريه ناسازگارى صورت در «n < K(x)» حͺم ،x صحيح عدد هر براى بنابراين باشد. شايتين

براى اثباتͭ ،x صحيح عدد هر براى که باشيد داشته توجه حال، اين با باشد. شده اثبات مͭ�تواند

برنامه توسط توقف زمان تا را برنامه عملͺرد سادگͭ به که است، موجود (T (در «K(x) 6 n» حͺم

مͭ�دهد. شرح مͭ�شود، متوقف و مͭ�دهد را x خروجͭ که n حداکثر طول از کامپيوترى

.T 0 n < K(x) باشيم داشته x هر براى كه باشد صحيحͭ عدد n كنيد فرض •

است. n < K(x) که باشد 0 6 x 6 2n+1 صحيح اعداد تعداد برابر m كنيد فرض •

صحيح يͷعدد حداقل است، 2n+1 بيتحداکثر n طول از کامپيوترى برنامه�هاى تعداد که آنجايى از

.m > 1 لذا .n < K(x) که به�طورى است موجود 0 6 x 6 2n+1

که به�طورى است موجود x ∈ {0, ..., 2n+1} يͺتاى صحيح عدد پس .m = 1 که مͭ�کنيم فرض ▹

اين در مͭ�کند. صدق K(y) 6 n حͺم در y ∈ {0, ..., 2n+1} ديͽر صحيح عدد هر و n < K(x)

مͭ�کند، صدق K(y) 6 n حͺم در y ∈ {0, ..., 2n+1} ديͽر صحيح عدد هر اينکه اثبات با صورت

موجود حͺمͭ چنين براى اثباتͭ يعنͭ مͭ�کند، صدق n < K(x) حͺم در x که کرد ثابت مͭ�توان

در بايد نمͭ�کند K(x)صدق 6 n حͺم اثبات در که xاى تنها و m > 1 که فرضکرديم زيرا است.

«n < K(x)» حͺم x صحيح عدد براى آن�گاه ،m = 1 اگر بنابراين كند. صدق n < K(x) حͺم
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صحيح عدد هر براى ،T نظريه بودن ناسازگار صورت در که مͭ�دانيم امˁا شود. اثبات T در مͭ�تواند

شود. اثبات T در مͭ�تواند «n < K(x)» حͺم ،x

نظريه ͷي T کرديم، فرض قبلا́ که همان�طور .m > 2 آن�گاه باشد، سازگار نظريه اگر اين�رو، از ▹

ثابت T در مͭ�توانيم يعنͭ کنيم؛ ثابت T در مͭ�توانيم را اخير نتيجه پس مͭ�باشد غنͭ کافͭ اندازه به

است. برقرار m > 2 ،T سازگارى صورت در که کنيم

بنابراين کرد. اثبات نظريه داخل در را T نظريه سازگارى مͭ�توان که (فرضخلف) فرضمͭ�کنيم ▹

،i 6 2n+1 + 1 هر براى مͭ�توانيم روش، همان به کنيم. ثابت T در را «m > 2» حͺم مͭ�توانيم

،mتعريف بنابه زيرا است تناقض ͷي که ،m > 2n+1 + 1 خصوص، به کنيم. ثابت را m > i+ 1

.m 6 2n+1 + 1

این با استاندارد روش است. T زبان در T نظریه درون اثبات�پذیری بیان نیازمند صوری، اثبات ارايه

عدد ͷی توسط T نظریه در اثبات و فرمول هر و بوده حساب زبان شامل T زبان که است فرض

pAqصورت به آن گودل Aعدد مانند فرمول ͷی برای که آوريد ياد به است. شده رمزنگارى صحیح

گودل عدد که است موجود wای است: شرح بدين فرمولͬ provableT (pAq) همچنین و مͭ�باشد

A فرمول اثبات�پذیری بیانگر provableT (pAq) شهودی به�طور است. A فرمول برای T-اثبات ͷی

بدین مͭ�شود، بیان Con(T ) ≡ ¬provableT (p0 = 1q) فرمول با معمولا˟ T نظریه سازگاری است.

در كه ω-سازگارى تعريف شده صورى ندارد. وجود T از p0 = 1q برای برهانͬ هیچ که معنͬ

مͭ�باشد: زير صورت به كرديم بيان ١ فصل

ω−Con(T ) ≡ ∀ψ
[
provableT (p∃x ψ(x)q) −→ ∃x ¬provableT (p¬ψ(x)q)

]
داريم φ فرمول هر براى .١.٢.٣ لم

PA+ Con(PA) ⊢ provablePA(p¬φq) −→ ¬provablePA(pφq)

شده گرفته نظر در (0 = تناقض(1 نماد عنوان به ⊥ نماد ،⊢ φ ∧ ¬φ −→⊥ که مͬ�دانیم برهان.

خواهیم هیلبرت-بِر˂ن˼ͭ (N) شرط طبق و ⊢ ¬φ −→ (φ −→⊥) داريم گزاره�ها منطق طبق است.

خواهیم هیلبرت-بِر˂ن˼ͭ (K) شرط طبق و PA ⊢ provablePA(p¬φ −→ (φ −→⊥)q) داشت:

شرط از استفاده با دوباره و PA ⊢ provablePA(p¬φq) −→ provablePA(pφ −→⊥q) داشت:
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داریم: هیلبرت-بِر˂ن˼ͭ (K)

PA ⊢ provablePA(p¬φq) −→
(
provablePA(pφq) −→ provablePA(p⊥q))

گزاره�ها منطق طبق و

PA ⊢ provablePA(p¬φq) ∧ provablePA(pφq) −→ provablePA(p⊥q) −→ ¬Con(PA)

داشت: خواهيم فوق فرمول نقيض عكس با

PA ⊢ Con(PA) −→ ¬provablePA(p¬φq) ∨ ¬provablePA(pφq)

PA+ Con(PA) ⊢ ¬provablePA(p¬φq) ∨ ¬provablePA(pφq) بنابراين

.PA+ Con(PA) + provablePA(p¬φq) ⊢ ¬provablePA(pφq) پس

داریم: φ فرمول Σ1 هر برای .٢.٢.٣ قضیه

PA ⊢ Con(PA) −→ (provablePA(p¬φq) −→ ¬φ)

داريم تماميت Σ1 طبق برهان.

PA ⊢ φ −→ provablePA(pφq)(١.٣)

داشت خواهيم ١.٢.٣ لم طبق و

PA+ Con(PA) + provablePA(p¬φq) ⊢ ¬provablePA(pφq)(٢.٣)

داریم: (١.٣) رابطه نقیض عکس با

PA+ Con(PA) + provablePA(p¬φq) ⊢ ¬provablePA(pφq) −→ ¬φ

PA+ Con(PA) + provablePA(p¬φq) ⊢ ¬φ پس

داریم: φ فرمول Σ1 هر برای .٣.٢.٣ قضیه

PA+ ω−Con(PA) ⊢ provablePA(pφq) −→ φ

داريم تعريفω-سازگارى طبق برهان.

ω−Con(PA) ≡ ∀ψ
(
provablePA(p∃x ψ(x)q) −→ ∃x ¬provablePA(p¬ψ(x)q)

)
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كران�دار سورهاى با فرمولͭ θ آن در كه φ ≡ ∃xθ(x) كه مͭ�كنيم فرض φ فرمول Σ1 براى و

PA + ∀ψ
[
provablePA(p∃x ψ(x)q) −→ ∃x ¬provablePA(p¬ψ(x)q)

]
+ پس است،

provablePA(p∃x θ(x)q) ⊢ ∃x ¬provablePA(p¬θ(x)q)

داريم: هيلبرت-بِر˂ن˼ͭ (4) شرط بنابه پس ¬θ ∈ Σ1 چون طرفͭ از و

PA ⊢ ¬θ(x) −→ provablePA
(
¬θ(x)

)
داشت: خواهيم فوق فرمول نقيض عكس با و

PA ⊢ ¬provablePA
(
¬θ(x)

)
−→ θ(x)

PA ⊢ ∃x¬provablePA
(
¬θ(x)

)
−→ ∃xθ(x) پس

.PA+ ω−Con(PA) + provablePA(p(∃xθ(x))q) ⊢ ∃xθ(x) بنابراين

پوشای تابع هرگاه گوئیم کارآمد) (شمارای بازگشتͬ شمارش�پذیر را A مجموعه .۴.٢.٣ تعریف

A اعضای همه که باشد موجود الͽوریتمͬ دیͽر عبارتͬ به باشد؛ موجود f : N −→ A محاسبه�پذیر

△ کند. لیست را

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به φn
e (x1, ..., xn) جزئͬ تابع ،n و e عدد هر برای .۵.٢.٣ تعریف

.φn
e (x1, ..., xn) = x1 + 1 آنگاه ،e = ⟨1⟩ اگر (1)

.φn
e (x1, ..., xn) = xi آنگاه ،1 6 i 6 n و e = ⟨2, i⟩ اگر (2)

.φn
e (x1, ..., xn) = q آنگاه ،e = ⟨3, q⟩ اگر (3)

آنگاه ،e = ⟨4, e′ , d1, ..., dm⟩ اگر (4)

.φn
e (x1, ..., xn) = φm

e′

(
φn
d1
(x1, ..., xn), ..., φ

n
dm
(x1, ..., xn)

)
φn+1
e (0, x1, ..., xn) = φn

d1
(x1, ..., xn) آنگاه e = ⟨5, d1, d2⟩ اگر (5)

.φn+1
e (x+ 1, x1, ..., xn) = φn+1

d2
(φn+1

e (x, x1, ..., xn), x, x1, ..., xn)

.φn
e (x1, ..., xn) = µz

(
φn+1
d (z, x1, ..., xn) = 0

)
آنگاه e = ⟨6, d⟩ اگر (6)

△ است. نشده تعریف φn
e (x1, ..., xn)اینصورت غیر در
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با را آن آنگاه باشد f(n)موجود مقدار اگر باشد. بازگشتͬ تابع ͷی f مͬ�کنیم فرض .۶.٢.٣ تبصره

△ مͬ�کنیم. نمادگذاری f(n) ↑ نماد با را آن اینصورت غیر در مͬ�دهیم. نشان f(n) ↓ نماد

فصل در كه است تعريفͭ با متفاوت كه مͭ�آوريم كولموگروف پيچيدگͭ براى ديͽر تعريفͭ حال

آورديم. اول

متناهͭ مجموعه در استكه اطلاعاتͭ اندازه� براى كولموگروفيكمعيارى پيچيدگͭ تعریف٧.٢.٣.

K ′′(n) نماد با كه n مانند طبيعͭ عدد كولموگروف پيچيدگͭ كلͭ، به�طور شود. كد مͭ�تواند اشياء از

تصادفͭ n و مͭ�كند توليد را n كه برنامه�ايى كوچͺترين اندازه از است عبارت مͭ�شود داده نمايش

△ .n 6 K ′′(n) اگر مͭ�شود ناميده

بازگشتͭ توابع از تعريف اين در مͭ�شود. نيز ناتماميت دوم قضيه به منجر كولموگروف پيچيدگͭ

يكشمارش {φn
e (x)}e∈N فرضمͭ�كنيم صورتكه بدين مͭ�شود، استفاده برنامه طول جاى به جزئͭ

هر φ′
(x) و φ(x) اگر φ(x) ≃ φ

′
(x) مͭ�نويسيم همچنين باشد. n-موضعͭ بازگشتͭ توابع از طبيعͭ

مͭ�تواند φ(x) ↓ كه كنيد توجه .φ(x) = φ
′
(x) و شده�اند تعريف دو هر يا و باشند نشده تعريف دو

فرمول Σ1 يك توسط مͭ�تواند (x, φ(x)) يعنͭ φ(x)گراف كه چرا شود؛ بيان فرمول Σ1 يك توسط

�صورت اين به x Kاز ′′(x)كولموگروف پيچيدگͭ .φ(x) ↓←→ ∃y
(
y = φ(x)

)
و شود داده نمايش

مͭ�باشد ψ در صدق�پذير eاى كوچͺترين µe(ψ) كه K ′′(x) = µe(φe(0) ≃ x) مͭ�شود: تعريف

∃z 6 y(φz(0) ≃ x) فرمول Σ1 وسيله به Kنمايش�پذير ′′(x) 6 y و بوده يك به يك تابع Kيك ′′ و

مͭ�باشد.

كارآمد) (شماراى بازگشتͬ شمارش�پذیر مجموعه�ای A ⊆ N2 اگر انتخاب): (قضیه .٨.٢.٣ قضیه

که: �طوری به است موجود f(n) بازگشتͬ جزئͬ تابع آنگاه باشد،

(i) f(n) ↓ ⇐⇒ ∃m (n,m) ∈ A

(ii) f(n) ↓ =⇒ (n, f(n)) ∈ A

تابع .A = g[N] كه �طورى به مͭ�گيريم، نظر در را g : N −→ A ⊆ N2 بازگشتͭ تابع برهان.

f(x) = π2

[
µz

(
g(π1(z)) =

(
x, π2(z)

))]
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يعنͭ (i)قسمت نصف است. بازگشتͭ )نيز
f(n) ↓

)
=⇒

(
∃m (n,m) ∈ A

)
كه كنيم ثابت است كافͭ حال مͭ�شود. نتيجه (ii)قسمت از

∃m (n,m) ∈ A =⇒ f(n) ↓

مرتب زوج صورت به را z حال .(n,m) = g(k) كه است موجود k ∈ Nپس باشد (n,m) ∈ A اگر

.g
(
π1(z)

)
=

(
n, π2(z)

)
بنابراين .π2(z) = m و π1(z) = k پس مͭ�گيريم، نظر در z = ⟨k,m⟩

مͭ�پردازيم: (ii)قسمت اثبات به حال .f(n) ↓ يعنͭ دارد وجود f(n)پس

و مͭ�باشد g تابع برد A زيرا
(
n, π2(z)

)
∈ Aپس ∃z

[
g
(
π1(z)

)
=

(
n, π2(z)

)]
آنگاه f(n) ↓ اگر

.(n, f(n)) ∈ Aپس مͭ�باشد، f(n) برابر همان π2(z) نيز

: [٧] مͭ�پذيريم اثبات بدون پايان�نامه اين در را زير قضاياى

است موجود Sn
m مقدماتͬ بازگشتͬ تابع ،m > 1 و n > 1 براى :(Sn

m (قضیه .٩.٢.٣ قضیه

داريم e, x1, ..., xn, y1, ..., ym هر براى كه به�طورى

φn+m
e (x1, ..., xn, y1, ..., ym) = φm

Sn
m(e,x1,...,xn)(y1, ..., ym)

از (منظور باشد بازگشتͬ جزئͬ تابع ͷی f(e, x) مͬ�کنیم فرض بازگشت): (قضیه .١٠.٢.٣ قضیه

داريم x هر برای که است موجود چنان e0 اندیس آنگاه است)، x1, ..., xn همان ،x

φe0(x) ≃ f(e0, x)

و اگر است بازگشتͭ) (مجموعه كارآمد شماراى (n > 1) كه A ⊆ Nn مجموعه .١١.٢.٣ قضیه

.A = {x | N |= φ(x)} يعنͭ باشد تعريف�پذير φ مانند فرمولͭ Σ1 توسط اگر تنها

صورت به فرمول�هایی Γ2(R) و Γ1(R) که فرضمͬ�کنیم ،R(x, y) فرمول Σ1 هر برای .١٢.٢.٣ لم

باشند: زیر

Γ1(R)⇐⇒ ∀x∀y(R(x, y) −→ y < K ′′(x))

Γ2(R)⇐⇒ ∀x∀y∀z(R(x, y) ∧ z 6 y −→ R(x, z))
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که به�طوری است موجود n ∈ N آنگاه

PA+ Γ1(R) ∧ Γ2(R) ⊢ ∀x∀y
(
R(x, y) −→ y < n

)
که است موجود چنان f : N −→ N بازگشتͬ تابع ،(٨.٢.٣) انتخاب قضیه از استفاده با برهان.

و N |=
(
∃xR(x, b) −→ f(b) ↓

)
داریم: b ∈ N هر برای

.N |=
(
f(b) ↓ −→ R(f(b), b)

)
بنابراين كرد، بيان PA در را (٨.٢.٣) قضيه اثبات مͭ�توان پس است كامل Σ1 نظريه يك PA چون

PA ⊢
(
∃xR(x, b) −→ f(b) ↓

)
(٣.٣)

PA ⊢ ∀x
(
x = f(b) −→ R(x, b)

)
پس

PA+ Γ1(R) ⊢ ∀x
(
x = f(b) −→ R(x, b) −→ b < K ′′(x)

)
(۴.٣)

طرفͭ از و φS1
1(x)

(y) ≃ f(x) که به�طورى است موجود S1
1 مقدماتͭ بازگشتͭ تابع ،Sn

m قضيه طبق

داريم: پس .φn(y) ≃ φS1
1(n)

(y) که دارد وجود چنان nانديس بازگشت، قضيه طبق

φn(y) ≃ φS1
1(n)

(y) ≃ f(n)

غنͭ کافͭ اندازه به PA چون و φn(0) ≃ f(n) داشت: خواهيم آنگاه y = 0 دهيم قرار اگر حال

PA ⊢ ∀x
(
x = φn(0)←→ x = f(n)

)
پس مͭ�باشد

داشت: خواهیم K ′′(x) = µz
[
φz(0) ↓= x

]
گرفتن نظر در با

PA ⊢ ∀x(x = f(n) −→ x = φn(0) −→ K ′′(x) 6 n)(۵.٣)

خواهیم (٣.٣) از استفاده با همچنین PA+Γ1(R) ⊢ f(n) ↑ داریم: (۵.٣) و (۴.٣) روابط بنابه

PA ⊢ R(x, n) −→ f(n) ↓ داشت:

PA+ Γ2(R) ⊢ ∀x∀y(R(x, y) ∧ n 6 y −→ f(n) ↓) پس

.PA+ Γ1(R) ∧ Γ2(R) ⊢ ∀x∀y(R(x, y) −→ y < n) بنابراین
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آنگاه باشند، فوق لم در شده ارايه تعاریف صورت به Γ2 و Γ1 اگر .١٣.٢.٣ لم

(i) PA ⊢ Con(PA) −→ Γ1

(
provablePA(py < K ′′(x)q)

)
(ii) PA ⊢ Γ2

(
provablePA(py < K ′′(x)q)

)
تعریف و (٢.٢.٣) قضیه از پس است فرمول Σ1 ͷنقیضی y < K ′′(x) که آنجایی از : (i) برهان.

که مͬ�گیریم نتیجه فوق لم در Γ1(R)

PA ⊢ Con(PA) −→ Γ1(provablePA(py < K ′′(x)q))

داریم: Γ2(R)تعریف از .R(x, y) ≡ provablePA(py < K ′′(x)q) که مͬ�کنیم فرض : (ii)

Γ2(R) ≡ ∀x∀y∀z
(
provablePA(py < K ′′(x)q) ∧ z 6 y −→ provablePA(pz < K ′′(x)q)

)
داريم

(
PA ⊢ φ −→ provablePA(pφq)

)
شده صورى تماميت Σ1 طبق طرفͬ از و

PA ⊢ ∀y∀z(z 6 y −→ provablePA(pz 6 yq))

از پس مͬ�کند؛ صدق MP قاعده در provablePA(x) محمول ،(K) قاعده طبق و

z 6 y < K ′′(x) −→ z < K ′′(x)

PA ⊢ ∀x∀y∀z
(
provablePA(py < K ′′(x)q) ∧ provablePA(pz 6 yq) داريم

−→ provablePA(pz < K ′′(x)q)
)

.PA ⊢ Γ2(provablePA(py < K ′′(x)q)) بنابراين

آنگاه باشد (١٢.٢.٣) لم همانند n ∈ N اگر .١۴.٢.٣ قضیه

(i) PA ⊢ Con(PA) −→ ∀x
(
¬provablePA(pn < K ′′(x)q)

)
(ii) PA ⊢ ω−Con(PA) −→ ∀x

(
n < K ′′(x) −→ ¬provablePA(pK ′′(x) 6 nq)

)
داريم (٢.٢.٣) قضيه طبق پس است، Σ1 فرمولͭ K ′′(x) < y چون : (i) برهان.

PA+ Con(PA) + provablePA(py < K ′′(x)q) ⊢ y < K ′′(x)(۶.٣)

آن در كه PA ⊢ Γ2(R) و PA+ Con(PA) ⊢ Γ1(R) ،(١٣.٢.٣) لم طبق و

R ≡ provablePA(py 6 K ′′(x)q)
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داريم: (١٢.٢.٣) لم طبق طرفͭ از مͭ�باشد. فرمول Σ1 يك

PA+ Γ1(R) ∧ Γ2(R) ⊢ ∀x∀y
(
R(x, y) −→ K ′′(x) < n

)
PA+ Con(PA) + provablePA(pn < K ′′(x)q) ⊢ n < K ′′(x) ∧K ′′(x) < n پس

.PA+ Con(PA) ⊢ ¬provablePA(pn < K ′′(x)q) بنابراين

فرضمͬ�کنیم (٣.٢.٣) قضیه در مͭ�شود: نتيجه (٣.٢.٣) عکسنقیضقضیه از واقع در (ii)قسمت

داشت خواهیم پس باشد، ∃x(K ′′(x) 6 y) برابر φ(x, y) فرمول Σ1 که

PA ⊢ ω−Con(PA) −→
[
provablePA(pK ′′(x) 6 yq) −→ K ′′(x) 6 y

]
.PA ⊢ ω−Con(PA) −→ ∀x

[
n < K ′′(x) −→ ¬provablePA(pK ′′(x) 6 nq)

]
بنابراین

باشد. ناسازگار ،T اینکه مͽر T 0 Con(T ) .١۵.٢.٣ قضیه

خصوصپیچیدگͬ در ادعاهایی اثبات�پذیری مورد در حقیقت دو نیازمند قضیه، اثبات برای برهان.

قضيه از .T ⊢ Con(T ) −→ ¬provableT (pn < K(x)q) اینکه نخست هستیم. کولموگروف

كرد: خواهيم استفاده زير شرح به (١۴.٢.٣)(i) قضیه طبق شايتين ناتماميت

T ⊢ Con(T ) −→ ∀x ∈ {0, ..., 2n+1}¬provableT (pn < K ′′(x)q)(٧.٣)

از .T ⊢ (K ′′(y) 6 n) −→ provableT (pK ′′(y) 6 nq) صورى تماميت Σ1 طبق اینکه دوم و

کرد: خواهیم استفاده زیر رابطه از پس است؛ فرمول Σ1 ͷی K ′′(x) 6 y که مͬ�دانیم طرفͬ

T ⊢ ∀y ∈ {0, ..., 2n+1}
[
(K ′′(y) 6 n) −→ provableT (pK ′′(y) 6 nq)

]
(٨.٣)

،(٧.٣) رابطه بنابه پس .T ⊢ Con(T ) و است سازگار T که (فرضخلف) مͬ�کنیم فرض

T ⊢ ∀x ∈ {0, ..., 2n+1}¬provableT (pn < K ′′(x)q)(٩.٣)

پس ،T ⊢ (m > i+ 1) كه كرد خواهيم ثابت ،i 6 2n+1 + 1 هر برای استقراء توسط

.T ⊢ (m > 2n+1 + 1)

صدق n < K ′′(x) حͺم در كه 0 6 x 6 2n+1 صحيح اعداد تعداد برابر که m تعریف طبق و

،T ⊢ (m 6 2n+1 +1) داریم وضوح به زیرا گرفت؛ خواهیم نتیجه را تناقض ͷی مͭ�باشد، مͭ�كنند
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.T ⊢ (m > 1) که مͬ�دانیم حاضر حال در است. T ⊢ Con(T ) و T فرضسازگاری با متناقض که

داريم 1 6 i 6 2n+1 + 1 يك برای که استقراء) (فرض مͬ�کنیم فرض داریم. را استقراء پایه اکنون

مͬ�کنیم فرض .T ⊢ (m > i+ 1) که داد خواهیم نشان زیر شرح به . T ⊢ (m > i)

.r = 2n+1 + 1− i

،mتعریف بنابه (1)

.T ⊢ (m = i) −→ ∃y1, ..., yr متمایز ∈ {0, ..., 2n+1}
r∧

j=1

(K ′′(yj) 6 n)

داریم: (٨.٣) رابطه طبق بنابراین (2)

.T ⊢ (m = i) −→ ∃y1, ..., yr متمایز ∈ {0, ..., 2n+1}
r∧

j=1

provableT (pK ′′(yj) 6 nq)

،x ∈ {0, ..., 2n+1}\{y1, ..., yr} هر و متمایز y1, ..., yr ∈ {0, ..., 2n+1} هر برای (3)

T ⊢ (m > i) −→
( r∧

j=1

(K ′′(yj) 6 n) −→ (n < K ′′(x))
)

(mتعریف (بنابه

داریم: بِر˂ن˼ͭ هیلبرت (N) شرط طبق بنابراین

T ⊢ provableT (pm > iq) −→
( r∧

j=1

provableT (pK ′′(yj) 6 nq)

−→ provableT (pn < K ′′(x)q)
)

داریم: (3) و (2) بنابه (4)

.T ⊢
(
(m = i) ∧ provableT (pm > iq)

)
−→ ∃x ∈ {0, ..., 2n+1}provableT (pn < K ′′(x)q)

داشت خواهیم هیلبرت-بِر˂ن˼ͭ (N) شرط از استفاده با پس ،T ⊢ (m > i) استقراء فرض طبق (5)

بنابراین .T ⊢ provableT (pm > iq)

.T ⊢ (m = i) −→ ∃x ∈ {0, ..., 2n+1}provableT (pn < K ′′(x)q)

.T ⊢ ¬(m = i)داشت خواهیم ،(٩.٣) رابطه از طرفͬ، از (6)

.T ⊢ (m > i+ پس(1 ،T ⊢ (m > i) چون بنابراین، (7)



۵١ گودل ناتماميت دوم قضيه .٣ فصل

ناگهانͭ آزمون پارادوکس از صورتͭ و ناتماميت دوم قضيه ٣.٣

گودل ناتمامیت دوم قضیه برای اثباتͬ ناگهانͬ آزمون پارادوکس مشابه استدلالͬ با قبل، بخش در

پارادوکس از ناتمامیتصورتͬ دوم قضیه که مͬ�دهیم نشان دیͽر روش به بخش، این در کردیم. ارايه

ͷی شامل که پارادوکس از برگرفته نقصͬ مورد در دقیقتر، به�طور مͬ�دهد. دست به را ناگهانͬ آزمون

و کرد اثبات را ریاضͬ نظریات سازگاری آن از مͬ�توان که مͬ�کنیم بحث است، نهفته فرض پیش

است. غیرممͺن این ناتمامیت دوم قضیه بنابه

نهفته کلیدی نکته است. ریاضͬ زبان به معلم خبر ترجمه پارادوکس، تحلیل و تجزیه در مهم گام

فرض کردیم، اظهار قبلا́ که همان�طور مͬ�باشد. «دانش» و «ناگهانͬ» مفاهیم صوری�سازی در شده

را {1, ..., 5} اعداد همچنین و باشد (ZFC (مانند غنͬ کافͬ اندازه به ریاضͬ نظریه ͷی T که مͬ�کنیم

مͬ�گیریم. نظر در است، شده برگزار روز آن در آزمون که هفته از روزی بیانگر mرا و هفته از روزهایی

این برگزاری روز تا دانش�آموزان امˁا شد خواهد برگزار آزمونͬ آینده «هفته که بود کرده اعلام معلم

m ∈ {1, ..., صورت{5 به معلم خبر اول قسمت بود». نخواهند مطلع آزمون این وقوع زمان از آزمون

جای به «اثبات�پذیری» مفهوم کردن جایͽزین وسیله به دوم قسمت صوری�سازی است. شده صوری

کنید. رجوع [٨] و [١٧] مراجع به است؛ «دانش» مفهوم

با دانش�آموزان آزمون، از قبل «شب اینکه از است عبارت معلم خبر دوم قسمت مجدد، بیان به

«برای معادلا˟ یا بود» نخواهند مͬ�شود برگزار فردا آزمون اینکه اثبات به قادر اظهارات این از استفاده

(m > i) −→ (m = i) اثبات به قادر اظهارات این از استفاده با دانش�آموزان اگر ،1 6 i 6 5 هر

با را آن که گرفت نظر در زیر شده صوری عبارت صورت به را آن مͬ�توان که «.m ̸= i آنگاه باشند،

مͬ�باشد): معلم خبر قسمت دو هر شامل S (عبارت مͬ�دهیم، نشان S نماد

S ≡ [m ∈ {1, ..., 5}] ∧
∧

16i65

[provableT,S(pm > i −→ m = iq) −→ (m ̸= i)]

مͬ�کند. بیان را T نظریه در S فرمول از A فرمول اثبات�پذیری فوق، عبارت در provableT,S(pAq)

مͬ�باشد: زیر صورت به فرمولͬ کننده بیان provableT,S(pAq) صوری، به�طور

مͬ�باشد». موجود S −→ A فرمول برای T-اثبات ͷی گودل «عدد
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چنان و نیست اساسͬ مسئله این حال، این با است. خودارجاع ،S فرمول که باشید داشته توجه

کنید. رجوع [۵] و [١٧] مراجع به قطری�سازی)، لم (بنابه شود ساخته مͬ�تواند S فرمول

را پارادوکس است، شده صوری فوق، در شده ذکر صورت به که معلم خبر گرفتن نظر در با حال

مفهوم این m ∈ {1, ..., 5} با همراه m > عبارت5 کرد. خواهیم شروع آخر روز از مͬ�کنیم؛ بررسͬ

گرفت نتیجه مͬ�توان S بنابه و provableT,S(pm > 5 −→ m = 5q) لذا .m = 5 که مͬ�رساند را

کنیم ثابت مͬ�توانیم روش، همان با .m ∈ {1, ..., 4} که مͬ�کند ایجاب S بنابراین .m ̸= 5 که

همين به .m ̸= 4 که گرفت نتیجه مͬ�توان S بنابه و ،provableT,S(pm > 4 −→ m = 4q) که

بنابراین .m /∈ {1, ..., 5} که مͬ�کند ایجاب S دیͽر عبارت به .m ̸= 1 و m ̸= 2 ،m ̸= 3 ترتيب

را خاصͬ توضیح ͷی است متناقض خودش با S اینکه حقیقت است. تناقض در خودش با S

این که مͬ�رسد نظر به دیͽر، سوی از است. تناقض ͷی فقط معلم خبر مͬ�دهد؛ پارادوکس برای

تناقض ͷی S چون که، باشید داشته توجه نمͬ�دهد. شرح را پارادوکس کامل به�طور فرمول�بندی

در دانش�آموزان مثال، عنوان به پس بͽیرد. قرار استفاده مورد حͺمͬ هر اثبات در مͬ�تواند است،

این امˁا شد؛ خواهد برگزار چهارشنبه روز آزمون که کنند ثابت مͬ�توانند S از استفاده با سه�شنبه شب

با مͬ�توانند آنها زیرا شد. خواهد برگزار چهارشنبه روز آزمون که مͬ�دانند آنها که نیست معنͬ بدین

مͬ�گیریم نتیجه بنابراین شد. خواهد برگزار نیز پنج�شنبه روز در آزمون که کنند ثابت S از استفاده

به زیادی شهود حال، هر به نمͬ�کند. ایجاب را دانش ،S اثبات�پذیری است، تناقض ͷی S چون که

مͬ�تواند اثبات�پذیری از مفهومͬ با دانش از مفهومͬ که بود S همچون معلم خبر صوری�سازی دنبال

نمͬ�رسد نظر به S عبارت آنگاه نکند، ایجاب را دانش ،S اثبات�پذیری اگر امˁا باشد؛ شده جایͽزین

باشد. ریاضͬ زبان ͷی به معلم خبر از دقیق ترجمه که

نقطه از وضعیتͬ منظور، این برای هستیم. معلم خبر صوری�سازی برای بهتری روش دنبال به حال

دارد: وجود احتمال سه مͬ�کنیم. بررسͬ سه�شنبه شب در را دانش�آموزان نظر

نیستند. چهارشنبه روز در آزمون وقوع اثبات به قادر دانش�آموزان سه�شنبه، شب در (1)

امˁا هستند؛ شد، خواهد برگزار چهارشنبه روز آزمون اینکه اثبات به قادر دانش�آموزان شب، سه�شنبه (2)

(توجه هستند. شد، خواهد برگزار روزها آن در آزمون که دیͽر روزهای اثبات به قادر همچنین آنها

واقع در و دهد رخ مͬ�تواند باشد ناسازگار دستگاه که صورتͬ در تنها حالت این که باشید داشته
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است.) دستگاه ناسازگاری معادل

هستند شد خواهد برگزار چهارشنبه روز در آزمون اینکه اثبات به قادر دانش�آموزان شب، سه�شنبه (3)

نیستند. شد، خواهد برگزار دیͽر روز هر در آزمون اینکه اثبات به قادر آنها و

مͬ�دانند آنها هستند. مطلع آزمون برگزاری روز از دانش�آموزان که گفت مͬ�توان مورد سومین بنابه تنها

روز آزمون اینکه اثبات به قادر آنها که صورتͬ در شد خواهد برگزار چهارشنبه روز در آزمون که

برگزار روز آن در آزمون که دیͽر روز هر در اینکه اثبات به قادر و باشند مͬ�شود، برگزار چهارشنبه

،1 6 i 6 5 هر «برای مͬ�کنیم عنوان را معلم خبر از دوم قسمت مجدداً اینرو، از نباشند. شد، خواهد

اثباتͬ j ̸= i برای و (m > i) −→ (m = i) که کرد ثابت اظهارات) این از استفاده (با بتوان اگر

زیر عبارت صورت به معلم خبر پس .«m ̸= i آنگاه نباشد، موجود (m > i) −→ (m = j) برای

S ≡ [m ∈ {1, ..., 5}]∧
∧

16i65

[(
provableT,S(pm > i −→ m = iq)∧ ∧است:

16j65,j ̸=i

¬provableT,S(pm > i −→ m = jq)
)
−→ (m ̸= i)

]
است، شده صوری S جدید عبارت صورت به که معلم خبر گرفتن نظر در با را پارادوکس اکنون

بنابراین .m = 5 که مͬ�کند ایجاب m ∈ {1, ..., 5} همراه به m > 5 قبل، همانند مͬ�کنیم. بررسͬ

نتیجه را m ̸= 5 نمͬ�توان S از استفاده با حال، هر به .provableT,S(pm > 5 −→ m = 5q)

این .provableT,S(pm > 5 −→ m = jq) باشیم داشته نیز j ̸= 5 برای است ممͺن زیرا گرفت،

نمͬ�توان S از استفاده با صوری، به�طور مͬ�دهد. رخ باشد ناسازگار T +S دستگاه که صورتͬ در تنها

آن در که Con(T, S) −→ (m ̸= 5) فرمول بلͺه گرفت نتیجه را m ̸= 5

Con(T, S) ≡ ¬provableT,S(p0 = 1q)

ناتمامیت دوم قضیه بنابه که آنجایی از مͬ�دهد. نتیجه را (m ̸= 5) مͬ�کند، بیان را T + S سازگاری

را m ̸= 5 ،S که گرفت نتیجه نمͬ�توان کرد، اثبات T + S داخل در را Con(T, S) نمͬ�توان

نتیجه نمͬ�توان S بنابه دقیق�تر، بیان به داد. ادامه را استدلال نمͬ�توان اینرو از و مͬ�کند ایجاب

ادامه روش این به که وقتͬ .Con(T, S) −→ m ∈ {1, ..., 4} بلͺه ،m ∈ {1, ..., 4} که گرفت

فرمول بلͺه نمͬ�آوریم دست به را provableT,S(pm > 4 −→ m = 4q) مطلوب فرمول دهیم

کافͬ استدلال ادامه برای که مͬ�شود حاصل provableT,S(pCon(T, S) ∧ m > 4 −→ m = 4q)
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آزمون بͽیرند نظر در را T + S سازگاری که صورتͬ در دانش�آموزان که مͬ�گیریم نتیجه لذا نیست.

صورت در که دانست خواهند دانش�آموزان شب چهارشنبه زیرا شود برگزار نمͬ�تواند پنج�شنبه روز در

هفته از دیͽر روز هر در آزمون حال، هر به شد. خواهد برگزار پنج�شنبه روز آزمون ،T + S سازگاری

کنند. ثابت را T + S سازگاری نمͬ�توانند دانش�آموزان زیرا شود برگزار مͬ�تواند

اثبات به عبارت ͷی خودارجاعͬ موضوع مͬ�پردازیم. S عبارت خودارجاعͬ موضوع به نهایت، در

مشͺل درک باعث که است چیزی خودارجاعͬ برمͬ�گردد. ناتمامیت اول قضیه برای گودل اصلͬ

که همان�طور است. ساخته متناقض ناگهانͬ آزمون پارادوکس در را معلم خبر و گودل اصلͬ اثبات

اینجا در است. کرده معرفͬ را روشقطری�سازی گودل مسئله، این حل برای کردیم، بیان ٢ فصل در

نمود. استفاده مͭ�توان يͺسانͭ شيوه از نيز

کرد. خواهیم استفاده a⇒ b نماد از b و a گودل اعداد بین مفهوم دادن نشان برای ،S صوری�سازی در

است B عبارت گودل عدد b و Aعبارت گودل عدد a مͬ�دهد نشان که است عبارتͬ a⇒ b یعنͬ،

گودل عدد با فرمول در b جایͽزینͬ �دهنده نشان که sub(a, b) تابع به همچنین .A −→ B که به�طوری

یͷعدد b و x آزاد متغیر A(x)با فرمول گودل عدد a اگر که معنͬ بدین داشت؛ خواهیم نیاز است، a

.vij ≡ pm > i −→ m = jq فرضمͬ�کنیم است. A(b)عبارت گودل عدد sub(a, b) آنگاه باشد،

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به را Q(x) فرمول

Q(x) ≡ [m ∈ {1, ..., 5}] ∧
∧

16i65

[(
provableT (sub(x, x)⇒ vii)∧

∧
16j65,j ̸=i

¬provableT (sub(x, x)⇒ vij)
)
−→ (m ̸= i)

]
است. شده صوری S ≡ Q(q)صورت به S عبارت باشد. Q(x) فرمول گودل عدد q فرضمͬ�کنیم

.s = sub(q, q) که داریم توجه و مͬ�گیریم نظر در S گودل عدد را s

S ≡ [m ∈ {1, ..., 5}] ∧
∧

16i65

[(
provableT (s⇒ vii) ∧ ∧بنابراین

16j65,j ̸=i

¬provableT (s⇒ vij)
)
−→ (m ̸= i)

]
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Abstract

Gödel’s incompleteness theorems are among the most important mathematical
results of the 20th contury. Gödel’s original proof of the first incompleteness
theorem is based on the Lair paradox. The second incompleteness theorem follows
directly from Gödel’s original proof of the first incompleteness theorem. Different
proofs are known for the first and second incompleteness theorems.
In this dissertation, using Chaitin’s proof for the first incompleteness theorem,
Kolmogorov complexity and an argument that resembles the surprise examination
paradox, a new proof for Gödel’s second incompleteness theorem is presented; this
can also be considered as an acceptable resolution of the surprise examination
paradox.
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